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整函数与其两个导数犆犕 共享一个值

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摘要：该文研究了与两个导数共享一个非零、有穷值的整函数的唯一性问题，给出了函数确定的

表达式，回答了仪洪勋，杨重骏提出的一个问题［３，ｐ４５８］．
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１　引言及结果

我们称复数犮是两个非常数亚纯函数犳和犵的公共值，如果由犳（狕）＝犮可以推出犵（狕）

＝犮，反之亦然．以下我们将区分犆犕 公共值（记重数）和犐犕 公共值（不记重数），假定读者

熟悉Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ值分布理论的基本结果及常用记号
［３］．

ＲｕｂｅｌＹａｎｇ证明了下述定理

定理犃
［１］
　设犳为非常数整函数．如果犳和犳′犆犕 共享两个判别的有穷复数，则犳≡

犳′．

此后，许多学者深入地研究了与一个导数共享两个值的整函数的唯一性问题，得到一系

列有趣的结果［４－９］．

１９８６年，Ｊａｎｋ，Ｍｕｅｓ和Ｖｏｌｋｍａｎｎ证明了下列结果

定理犅
［２］
　设犳为非常数亚纯函数，犪为非零有穷复数．如果犳，犳′和犳″犆犕 共享值犪，

则犳≡犳′．

定理Ｂ导致了以下更一般的ＹｉＹａｎｇ问题

问题１
［３，ｐ４５８］

　设犳为非常数亚纯函数，犪为非零有穷复数，狀和犿 均为正整数，并且

满足狀＜犿．如果犳，犳
（狀）和犳

（犿）犆犕 共享值犪，其中狀和犿 的奇偶性不同．则是否必有犳≡

犳
（狀）？

事实上，问题１的答案就一般情形而言是否定的．以下是杨连中
［７］给出的一个反例．

反例１　设狀和犿 都是正整数，满足犿 ＞狀＋１，犫为非零常数，满足犫
狀＝犫犿≠１．若令

犪＝犫狀，犳（狕）＝ｅ
犫狕＋犪－１，则不难看出犳，犳

（狀）和犳
（犿）犆犕 共享值犪，但是犳犳

（狀）．

以上反例表明：如果要使问题１具有肯定的答案，则必须对函数犳或正整数狀、犿附加

一定的条件．

最近，作者证明了以下结果
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定理犆
［８］
　设犳为整函数，犪为非零有穷复数，犿 （≥２）为整数．如果犳和犳′犆犕 共享

值犪，并且由犳（狕）＝犪可以推出犳
（犿）（狕）＝犪，则犳（狕）＝犫ｅ

犮狕＋犪－
犪
犮
，其中犫，犮均为非零常

数，并且满足犮犿－１＝１．

本文继续研究问题１，得到以下结果

定理１　设犳为非常数整函数，犪为非零有穷复数，狀和犿 都是正整数，并且满足狀＜

犿．如果犳，犳
（狀）和犳

（犿）犆犕 共享值犪，并且存在有穷复数犮和非负整数犼，使得δ（犮，犳
（犼））＞

０，则犳必具下列形式之一

（ｉ）犳≡犳
（狀）；

（ｉｉ）犳（狕）≡犮０ｅ
犫狕＋犪－

犪

λ
，其中犮０，犫，和λ均为非零常数，并且满足犫

狀＝犫犿＝λ≠１；狀和

犿为互素的正整数；

（ｉｉｉ）犳（狕）≡∑
τ

犼＝１

犮犼ｅ
犫
犼
狕
＋犪－

犪

λ
，其中τ≤ｍｉｎ｛狀，犿－狀｝为正整数；犮犼，犫犼和λ均为非零

常数，并且满足犫狀犼＝犫
犿
犼＝λ≠１（犼＝１，…，τ）；正整数狀和犿 不互素．

注１　不难看出，如果正整数狀和犿 不互素，则必有ｍｉｎ｛狀，犿－狀｝≥２．

由定理１，立即可得以下推论

推论１　设犳为非常数整函数，犪为非零有穷复数，狀和犿 都是正整数，并且满足狀＜

犿．如果犳，犳
（狀）和犳

（犿）犆犕 共享值犪，并且存在有穷复数犮和非负整数犼，使得δ（犮，犳
（犼））＞

０，则

犳（狕）＝∑
τ

犼＝１

犮犼ｅ
犫
犼
狕
＋犪－

犪

λ
，

其中τ≤ｍｉｎ｛狀，犿－狀｝，犮犼，犫犼（犼＝１，…，τ）和λ均为非零常数，并且分别满足｜λ｜＝１以及

犫狀犼＝犫
犿
犼＝λ（犼＝１，…，τ）．

定理２　设犳为非常数整函数，其级为有穷，犪为非零有穷复数，狀和犿 都是正整数，

并且满足狀＜犿．如果犳，犳
（狀）和犳

（犿）犆犕 共享值犪，则定理１的结论成立．

２　几个引理

为了完成定理１和定理２的证明，我们需要下列Ｂｏｒｅｌ关于整函数组的一个引理．

引理１
［３，ｐ８２］

　设狀（≥２）为正整数，犪犼（狕），犵犼（狕）（犼＝１，…，狀）为两组整函数，且满足

（ｉ）∑
狀

犼＝１

犪犼（狕）ｅ
犵犼
（狕）
≡０；

（ｉｉ）每个犪犼（狕）（犼＝１，…，狀）的级均小于函数ｅ
犵犺
（狕）－犵犽

（狕）（１≤犺＜犽≤狀）的级，则犪犼（狕）≡

０（犼＝１，…，狀）．

引理２
［９，定理２］

　设犳为非常数整函数，其级为有穷，犪为非零有穷复数，犽为正整数．

如果犳和犳
（犽）犆犕 共享值犪，则对某一非零常数犮，有

犳
（犽）
－犪

犳－犪
≡犮．

３　定理２的证明

由引理２知，存在两个非零常数λ和μ满足
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犳
（狀）
－犪

犳－犪
＝λ， （３．１）

犳
（犿）
－犪

犳－犪
＝μ． （３．２）

由（３．１）式可得

犳（狕）＝∑
狀

犼＝１

犃犼ｅ
犫
犼
狕
＋犪－

犪

λ
， （３．３）

其中犃犼和犫犼都是常数，并且满足犫
狀
犼＝λ（犼＝１，…，狀）．

类似地，由（３．２）式可得

犳（狕）＝∑
犿

犽＝１

犅犽ｅ
犮犽狕 ＋犪－

犪

μ
， （３．４）

其中犅犽 和犮犽 都是常数，并且满足犮
犿
犽＝μ（犽＝１，…，犿）．

以下区分两种情形来讨论．

情形１　狀＝１．由（３．３）和（３．４）式

犃１ｅ
犫
１
狕
－∑

犿

犽＝１

犅犽ｅ
犮犽狕 ≡犪（

１

λ
－
１

μ
）． （３．５）

　　因为犮犽≠犮狆（１≤犽＜狆≤犿），犫１≠０以及犮犽≠０（犽＝１，…，犿），由（３．５）式及引理１可以

推出：存在犮犽
１
使得犮犽

１
＝犫＼－１，其中犽１∈｛１，…，犿｝．如若不然，我们将由（３．５）式和引理１

推出犃１＝０，由此及（３．３）式表明：犳是常数，这不可能．不失一般性，我们假设犮犽
１
＝犮１（＝

犫１）．于是，（３．５）式成为

（犃１－犅１）ｅ
犫
１
狕
－∑

犿

犽＝２

犅犽ｅ
犮犽狕 ≡犪（

１

λ
－
１

μ
）．

　　由上式及引理１可得λ＝μ，再结合（３．３）和（３．４）式，我们有

犳（狕）＝犃１ｅ
犫
１
狕
＋犪－

犪

λ
，

其中犫犿１＝犫１＝λ．由此可得定理１的情形（ｉ）或（ｉｉ）．

情形２　狀≥２．由（３．３）和（３．４）式得

∑
狀

犼＝１

犃犼ｅ
犫
犼
狕
－∑

犿

犽＝１

犅犽ｅ
犮犽狕 ≡犪（

１

λ
－
１

μ
）． （３．６）

　　因为犫犼≠犫犾（１≤犼＜犾≤狀），犮犽≠犮狆（１≤犽＜狆≤犿），犫犼≠０（犼＝１，…，狀）以及犮犽≠０（犽＝

１，…，犿），由（３．６）式及引理１可以推出，存在犫犼１和犮犽１使得犫犼１＝犮犽１，其中犼１∈｛１，…，狀｝，

犽１∈｛１，…，犿｝．否则，我们可由（３．６）式和引理１推出犃犼＝０（犼＝１，…，狀），由此及（３．３）

式表明：犳是常数，此谓不可能．不失一般性，我们假设犫犼１＝犫１，犮犽１＝犮１．因此，（３．６）式可

以被改写成

（犃１－犅１）ｅ
犫
１
狕
＋∑

狀

犼＝２

犃犼ｅ
犫
犼 －∑

犿

犽＝２

犅犽ｅ
犮犽狕 ≡犪（

１

λ
－
１

μ
）．

　　对（３．６）式反复应用引理１，可以推出存在犫犼狇∈｛犫１，…，犫狀｝和犮犽狇∈｛犮１，…，犮犿｝使得犫犼狇
＝犮犽

狇
（狇＝１，…，τ１（≤狀））．不失一般性，我们假设犫犼狇＝犫狇，犮犽狇＝犮狇（狇＝１，…，τ１）．由此及（３．

６）式可得

∑

τ１

犼＝１

（犃犼－犅犼）ｅ
犫
犼
狕
＋ ∑

狀

犼＝τ１＋１

犃犼ｅ
犫
犼
狕
－ ∑

犿

犽＝τ１＋１

犅犽ｅ
犮犽狕 ≡犪（

１

λ
－
１

μ
）， （３．７）

这里，如果τ１＜狀，则对每一个犼∈｛τ１＋１，…，狀｝，均有犫犼≠犮犽（犽＝１，…，犿）．

对（３．７）式再次应用引理１，并注意到事实犫犼≠犮犽（犼＝τ１＋１，…，狀，犽＝１，…，犿），可
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以推出：对狊＝τ１＋１，…，狀；犽＝τ１＋１，…，犿以及犼＝１，…，τ１ 有

犪（
１

λ
－
１

μ
）＝犃狊 ＝犅犽 ＝犃犼－犅犼 ＝０， （３．８）

　　由（３．８），（３．３）和（３．４）式可得λ＝μ以及

犳（狕）＝∑

τ１

犼＝１

犃犼ｅ
犫
犼
狕
＋犪－

犪

λ
， （３．９）

　　其中犫
狀
犼＝犫

犿
犼＝λ（犼＝１，…，τ１），由此可得犫

犿－狀
犼 ＝１（犼＝１，…，τ１）以及｜λ｜＝１．此外，由

（３．１），（３．２）式以及λ＝μ这一事实可得犳
（狀）
≡犳

（犿）．通过积分，我们有

犳
（犿－狀）（狕）≡犳（狕）＋犘狀－１（狕）， （３．１０）

其中犘狀－１（狕）是一个关于狕的多项式，其次数至多为狀－１．

由（３．９），（３．１０）式及事实犫犿－狀犼 ＝１（犼＝１…，τ１）可得

∑

τ１

犼＝１

犃犼ｅ
犫
犼
狕
≡∑

τ１

犼＝１

犃犼ｅ
犫
犼
狕
＋犪－

犪

λ
＋犘狀－１（狕）， （３．１１）

上式表明犘狀－１（狕）≡
犪

λ
－犪，由此及（３．１０）式将导致

犳
（犿－狀）（狕）≡犳（狕）－犪＋

犪

λ
． （３．１２）

由（３．１２）式可得

犳（狕）＝∑
犿－狀

犽＝１

狋犽ｅ
狊犽狕 ＋犪－

犪

λ
， （３．１３）

其中狋犽 和狊犽（犽＝１，…，犿－狀）均为常数．

由（３．９），（３．１３）式和引理１，可以推出：存在犫犼狇∈｛犫１，…，犫τ１｝和狊犽狇∈｛狊１，…，狊犿－狀｝

使得犫犼狇＝狊犽狇（狇＝１，…，τ（≤ｍｉｎ｛τ１，犿－狀｝））以及对任何犼≠犼狇，犽≠犽狇（狇＝１，…，τ），有犃犼

＝狋犽＝０．不失一般性，我们假设犫犼狇＝犫狇，狊犽狇＝狊狇（狇＝１，…，τ）．因此，由（３．９）和（３．１３）式可

以推出

犳（狕）＝∑
τ

犼＝１

犮犼ｅ
犫
犼
狕
＋犪－

犪

λ
， （３．１４）

其中犮犼和犫犼都是非零常数，并且满足

犫狀犼 ＝犫
犿
犼 ＝λ，犫

犿－狀
犼 ＝１（犼＝１，…，τ）． （３．１５）

　　如果λ＝１，则可由（３．１４）式得犳≡犳
（狀），从而得到定理１的情形（ｉ）．在以下的行文中，

假设λ≠１．我们考虑下列两种子情形．

子情形２．１　犿和狀是互素的正整数．

在这种子情形下，我们断言：只存在一个犫犼（犼∈｛１，…，τ｝）满足（３．１５）式．如若不然，

即至少存在两个犫犼（犼∈｛１，…，τ｝），例如犫１ 和犫２，两者都满足（３．１５）式．于是，我们有

犫狀１ ＝犫
犿
１ ＝λ （３．１６）

以及

犫狀２ ＝犫
犿
２ ＝λ． （３．１７）

　　因为｜λ｜＝１，λ≠１，故我们可以假设λ＝ｅ
犻θ０，其中θ０ 是实数，并且满足θ０≠２犾π（犾是整

数）．由此及（３．１６）式可得

犫１ ＝ｅ
犻
θ０＋

２犽
１π

狀 ， （３．１８）

其中犽１∈｛０，…，狀－１｝．由（３．１８）并注意到λ＝犫
犿
１，可得ｅ

犻θ０＝ｅ犻
犿θ０

＋２犽
１
犿π

狀 ，这表明存在一个整

数狆，使得θ０＋２狆π＝
犿θ０＋２犽１犿π

狀
，即
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θ０ ＝
狆狀－犽１犿

犿－狀
２π． （３．１９）

类似地，我们可由（３．１７）式推出：存在两个整数狇和犽２∈｛０，…，狀－１｝满足犽１≠犽２，使得

θ０ ＝
狇狀－犽２犿

犿－狀
２π． （３．２０）

　　有（３．１９）和（３．２０）式，得

（狆－狇）狀＝ （犽１－犽２）犿． （３．２１）

因为犿和狀是互素的正整数，由（３．２１）式可以推出

狆－狇≡犗（ｍｏｄ犿）． （３．２２）

因为犽１≠犽２，因此，由（３．２１）式可得狆≠狇．由此并考虑到｜犽１－犽２｜≤狀－１，立即可由（３．

２１）和（３．２２）式推出矛盾．于是，我们的断言成立，并且可以得到定理１的情形（ｉｉ）．

子情形２．２　犿和狀不互素．

在这种子情形下，函数犳由（３．１４）和（３．１５）式给出，这就是定理１的情形（ｉｉｉ）．定理２

证完．

注２　下面的例子表明：如果犿 和狀不互素，则在定理１的结论（ｉｉｉ）中，所有常数犮犼
（犼＝１，…，τ≤ｍｉｎ｛狀，犿－狀｝）均不为零的情形确实可能发生．

例　取狀＝３，犿＝１２，λ＝ｅ
犻
２π
３，犫１＝ｅ

犻
２π
９，犫２＝ｅ

－犻
４π
９，犫３＝ｅ

－犻
１０π
９ ．置犳（狕）＝ｅ

犫
１
狕＋ｅ犫２狕＋ｅ犫３狕

＋犪－
犪

λ
，其中犪≠０为任意常数．显然，犿和狀不互素，犳，犳

（狀）和犳
（犿）犆犕 共享值犪，并且

犫犼 满足犫
狀
犼＝犫

犿
犼＝λ≠１（犼＝１，２，３）．但是函数犳既不满足定理１的情形（ｉ），也不满足定理１

的情形（ｉｉ）．例子还表明：即使正整数犿和狀的奇偶性不同，问题１的答案也是否定的．

４　定理１的证明

置

α＝
犳
（狀）
－犳

（犿）

犳－犪
， （４．１）

因为犳，犳
（狀）和犳

（犿）犆犕 共享值犪，由（４．１）式可知α是一个整函数，并且满足

犜（狉，α）＝犛（狉，犳）． （４．２）

如果α是常数，则由（４．１）式可知犳的级为有穷．从而，由定理２可以推出定理１的结论成

立．现在我们假设α不是常数，由此并注意到α是整函数，可得

（１
α
）（犼）ｃｏｎｓｔ．（犼＝０，１，…）． （４．３）

改写（４．１）式成为

犳＝犪＋
１

α
［犳

（狀）
－犳

（犿）］． （４．４）

因为犳是整函数，由（４．２）和（４．４）式可得

犜（狉，犳）＝犿（狉，犳）

≤犿（狉，犳
（狀））＋犛（狉，犳）

≤犿（狉，犳）＋犛（狉，犳）

＝犜（狉，犳）＋犛（狉，犳），

上式表明

犜（狉，犳）＝犜（狉，犳
（狀））＋犛（狉，犳）． （４．５）
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由（４．５）式，立即可得

犜（狉，犳
（犽））＝犜（狉，犳

（狀））＋犛（狉，犳）　（犽＝１，…，狀）． （４．６）

对（４．４）式求导犽次，有

犳
（犽）
＝∑

犽

犼＝０

犆犼犽（
１

α
）（犼）［犳

（狀＋犽－犼）－犳
（犿＋犽－犼）］， （４．７）

由（４．２），（４．３）和（４．７）式，可得犿（狉，
犳
（犽）

犳
（犽）－犪

）＝犛（狉，犳）（犽＝１，…，狀）．由此得

犿（狉，
１

犳
（犽）
－犪
）＝犛（狉，犳）　 （犽＝１，…，狀）． （４．８）

由（４．８），（４．５）式及第一基本定理

犖（狉，
１

犳
（狀）
－犪
）＝犜（狉，犳

（狀））＋犛（狉，犳）＝犜（狉，犳）＋犛（狉，犳）．

　　注意到犳和犳
（狀）犆犕 共享值犪，由上式及第一基本定理可得

犿（狉，
１

犳－犪
）＝犜（狉，犳）－犖（狉，

１

犳－犪
）＋犗（１）

＝犖（狉，
１

犳
（狀）
－犪
）－犖（狉，

１

犳－犪
）＋犛（狉，犳）＝犛（狉，犳）． （４．９）

此外，我们可以假设

犳
（犿）
－犪

犳－犪
＝ｅ

－β， （４．１０）

其中β是整函数．由（４．９）和（４．１０）式可得

犜（狉，ｅβ）＝犛（狉，犳）． （４．１１）

由（４．１０）和（４．１１）式得

犜（狉，犳
（犿））＝犜（狉，犳）＋犛（狉，犳）． （４．１２）

如果ｅβ是常数，则由（４．１０）式可知犳的级为有穷．由定理２知定理１的结论成立．现在假

设ｅβ不是常数．改写（４．１０）式

犳＝犪＋ｅβ犳
（犿）
－犪ｅβ． （４．１３）

对（４．１３）式求导犽次，有

犳
（犽）
＝∑

犽

犼＝０

犆犼犽（ｅβ）
（犼）
犳
（犿＋犽－犼）－犪（ｅβ）

（犽）
　（犽＝１，２，…）． （４．１４）

　　容易看到，对任意正整数犽，（ｅβ）
（犽）都不是常数．因此，由（４．１４）式，（４．１１）式，（４．１２）

式以及事实犪≠０，可得

犜（狉，犳
（犽））＝犜（狉，犳）＋犛（狉，犳）　 （犽＝１，２，…，犿）， （４．１５）

犿（狉，
１

犳
（犽）
）＝犛（狉，犳）　 （犽＝１，２，…，犿） （４．１６）

以及 犿（狉，
１

犳
（犽）
－犪
）＝犛（狉，犳）　（犽＝１，２，…，犿）． （４．１７）

　　现在，对任何非负整数犽和狊，我们用犙
狊
犽（ｅβ）或犚

狊
犽（ｅβ）或犙（ｅβ）表示关于ｅβ的多项式，

其系数均为函数ｅβ的小函数，但每次出现时未必相同．对犽应用数学归纳法，我们将证

明：对所有犽≥犿，有

［１＋ｅβ犙
０
犽（ｅβ）］犳

（犽）
＝∑

犿

狊＝１

犙狊犽（ｅβ）犳
（犽＋狊）
＋ｅβ犚

０
犽（ｅβ）， （４．１８）

其中犙
狊

犽（ｅβ）·犚
０
犽（ｅβ）０（犽≥犿；狊＝１，２，…，犿）．

经简单计算可知，对犽＝１，２，…，有
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（ｅβ）
（犽）
＝犘犽－１［β′］·ｅ

β， （４．１９）

其中犘犽－１［β′］是关于β′及其导数的常系数多项式，其次数至多为犽－１．

当犽＝犿时，我们可由（４．１４）式，（４．１９）式以及（ｅβ）
（犽）不恒为常数的事实，得到等式

（４．１８）．假设（４．１８）式对整数犽＝犿＋犼（犼≥０为某个整数）成立，现在我们将证明（４．１８）式

对整数犽＝犿＋犼＋１仍成立，ｉ．ｅ．。

｛１＋ｅβ犙
０
犿＋犼＋１（ｅβ）｝犳

（犿＋犼＋１）＝∑
犿

狊＝１

犙
狊

犿＋犼＋１（ｅβ）犳
（犿＋犼＋１＋狊）＋ｅβ犚

０
犿＋犼＋１（ｅβ）， （４．２０）

其中犙
狊

犿＋犼＋１（ｅβ）·犚
０
犿＋犼＋１（ｅβ）０（狊＝１，２，…，犿）．

为叙述简单起见，当整数狋＜０时，我们记组合数犆
狋
狊＝０，其中狊是正整数．在（４．１４）式

中，取犽＝犿，犿＋１，…，犿＋犼，可得下列关于犳
（犿），犳

（犿＋１），…，犳
（犿＋犼）的线性方程组

犃·犉＝犅， （４．２１）

其中矩阵犃，犉和犅 分别定义如下

犃＝

犆犿犿（ｅβ）
（犿）
－１ 犆犿－１犿 （ｅβ）

（犿－１） … 犆犿－犼犿 （ｅβ）
（犿－犼）

犆犿＋１犿＋１（ｅβ）
（犿＋１） 犆犿犿＋１（ｅβ）

（犿）
－１ … 犆犿－犼＋１犿＋１ （ｅβ）

（犿－犼＋１）

　　……

犆犿＋犼犿＋犼（ｅβ）
（犿＋犼） 犆犿＋犼－１犿＋犼 （ｅβ）

（犿＋犼－１） … 犆犿犿＋犼（ｅβ）
（犿）
－

烄

烆

烌

烎１

，犉＝

犳
（犿）

犳
（犿＋１）

…

犳
（犿＋犼

烄

烆

烌

烎
）

，

犅＝

犫１

犫２

…

犫犼＋

烄

烆

烌

烎１

＝

∑
犼

狋＝０

犆犿－狋犿 （ｅβ）
（犿－狋）
犳
（犿＋狋）

－犳
（犿）

∑
犼

狋＝０

犆犿＋１－狋犿＋１ （ｅβ）
（犿＋１－狋）

犳
（犿＋狋）

－犳
（犿＋１）

…

∑
犼

狋＝０

犆犿＋犼－狋犿＋犼 （ｅβ）
（犿＋犼－狋）

犳
（犿＋狋）

－犳
（犿＋犼

烄

烆

烌

烎
）

＝

∑
犼

狋＝０

犆犿－狋犿 （ｅβ）
（犿－狋）
犳
（犿＋狋）

－∑
犿

狋＝０

犆狋犿（ｅβ）
（狋）
犳
（２犿－狋）

＋犪（ｅβ）
（犿）

∑
犼

狋＝０

犆犿＋１－狋犿＋１ （ｅβ）
（犿＋１－狋）

犳
（犿＋狋）

－∑
犿＋１

狋＝０

犆狋犿＋１（ｅβ）
（狋）
犳
（２犿＋１－狋）

＋犪（ｅβ）
（犿＋１）

　　　　　　……

∑
犼

狋＝０

犆犿＋犼－狋犿＋犼 （ｅβ）
（犿＋犼－狋）

犳
（犿＋狋）

－∑
犿＋犼

狋＝０

犆狋犿＋犼（ｅβ）
（狋）
犳
（２犿＋犼－狋）＋犪（ｅβ）

（犿＋犼

烄

烆

烌

烎
）

．

　　注意到矩阵犃的上述定义和（４．１９）式，由关于行列式计算的Ｌａｐｌａｃｅ定理可知，在行

列式ｄｅｔ犃展开式的所有项中，除了（－１）犼＋１以外，必定含有因子ｅβ．因此，我们可以记

ｄｅｔ犃＝ （－１）犼＋
１
＋ｅβ犙（ｅβ）． （４．２２）

　　因为多项式犙（ｅβ）（关于ｅβ）的所有系数都是关于ｅβ 的小函数，故由（４．２２）式和引理１

可知ｄｅｔ犃０．因此，由著名的克莱姆法则可以推出线性方程组（４．２１）有如下一组解

犳
（犿＋犽）

＝ｄｅｔ犃犽／ｄｅｔ犃 　 （犽＝０，１，…，犼）， （４．２３）

其中除了犃犽（犽＝０，１，…，犼）中的第犽＋１列被犅代替以外，矩阵犃犽 和矩阵犃 相同．

展开行列式ｄｅｔ犃犽 的第犽＋１列，再注意到（４．１９）式以及矩阵犅的定义，对整数犽＝０，

１，…，犼，我们可记

ｄｅｔ犃犽 ＝犫１犙
１
犽（ｅβ）＋犫２犙

２
犽（ｅβ）＋…＋犫犼＋１犙

犼＋１
犽 （ｅβ）

∶＝ｅβ犚
１

犽（ｅβ）犳
（犿＋犼＋１）＋ｅβ犚

２

犽（ｅβ）犳
（犿＋犼＋２）＋…＋ｅβ犚

犿

犽（ｅβ）犳
（２犿＋犼）＋ｅβ犚

０

犽（ｅβ）．

　 （４．２４）
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　　另一方面，在（４．１４）式中取犽＝犿＋犼＋１，然后将（４．２３）和（４．２４）式代入，可得

犳
（犿＋犼＋１）＝ｅβ犳

（２犿＋犼＋１）＋犆
１
犿＋犼＋１（ｅβ）′犳

（２犿＋犼）＋…＋犆
犿
犿＋犼＋１（ｅβ）

（犿）
犳
（犿＋犼＋１）

＋犆
犿＋１
犿＋犼＋１（ｅβ）

（犿＋１）· ｅβ

ｄｅｔ犃
｛犚１犼（ｅβ）犳

（犿＋犼＋１）＋犚
２
犼（ｅβ）犳

（犿＋犼＋２）＋…

＋犚
犿
犼（ｅβ）犳

（２犿＋犼）＋犚
０
犼（ｅβ）｝＋…

＋犆
犿＋犼
犿＋犼＋１（ｅβ）

（犿＋犼）· ｅβ

ｄｅｔ犃
｛犚１１（ｅβ）犳

（犿＋犼＋１）＋犚
２
１（ｅβ）犳

（犿＋犼＋２）＋…

＋犚
犿
１（ｅβ）犳

（２犿＋犼）＋犚
０
１（ｅβ）｝

＋（ｅβ）
（犿＋犼＋１）· ｅβ

ｄｅｔ犃
｛犚１０（ｅβ）犳

（犿＋犼＋１）＋犚
２
０（ｅβ）犳

（犿＋犼＋２）＋…

＋犚
犿
０（ｅβ）犳

（２犿＋犼）＋犚
０
０（ｅβ）｝－犪（ｅβ）

（犿＋犼＋１）． （４．２５）

　　用行列式ｄｅｔ犃乘以（４．２５）式两边，并注意到以下事实：对每一个正整数犽，因为ｅβ是

超越的，故（４．１９）式中的犘犽－１［β′］０，最终可以推出（４．２０）式．

至此，由上述归纳讨论可知（４．１８）式成立．因此，考虑到（４．１５）和（４．１６）式，由

（４．１８）式可得

犜（狉，犳
（犽））＝犜（狉，犳）＋犛（狉，犳）　（犽＝１，２，…）， （４．２６）

犿（狉，
１

犳
（犽）
）＝犛（狉，犳）　（犽＝１，２，…）， （４．２７）

　　此外，由引理１和犪≠０的事实可以看出：对整数犽≥犿，ｅβ犚
０
犽（ｅβ）－犪［１＋ｅβ犙

０
犽（ｅβ）］

０．因此，在（４．１８）式两边加上项－犪［１＋ｅβ犙０犽（ｅβ）］，并注意到（４．１７）式，可以得到

犿（狉，
１

犳
（犽）
－犪
）＝犛（狉，犳）　（犽＝１，２，…）． （４．２８）

　　由（４．２７），（４．２６）式和第一基本定理，得

犖（狉，
１

犳
（犽）
）＝犜（狉，犳

（犽））＋犛（狉，犳）＝犜（狉，犳）＋犛（狉，犳）　（犽＝１，２，…）． （４．２９）

由（４．２８），（４．２９）式及第二基本定理可知，对整数犽＝０，１，２，…

犜（狉，犳
（犽））＜犖（狉，

１

犳
（犽）
－犪
）＋犖（狉，

１

犳
（犽）
－犮
）－犖（狉，

１

犳
（犽＋１）
）＋犛（狉，犳

（犽））

＝犜（狉，犳
（犽））＋犖（狉，

１

犳
（犽）
－犮
）－犜（狉，犳

（犽））＋犛（狉，犳
（犽））

＝犖（狉，
１

犳
（犽）
－犮
）＋犛（狉，犳

（犽））≤犜（狉，犳
（犽））＋犛（狉，犳

（犽）），

其中犮≠犪为任意有穷常数．由上述不等式可得

犖（狉，
１

犳
（犽）
－犮
）＝犜（狉，犳

（犽））＋犛（狉，犳
（犽））　（犽＝０，１，２，…）． （４．３０）

　　因为常数犮是任意的，故由（４．３０）和（４．２８）式可以推出：对每一个非负整数犽以及有

穷常数犮，均有δ（犮，犳
（犽））＝０，这与定理１的假设矛盾．定理１证完．
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