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正态线性模型中随机回归系数和参数的 犕犻狀犻犿犪狓估计
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摘要：该文在一般正态随机效应线性模型中研究了随机回归系数和参数的估计问题．在二次损

失下，得到了线性可估函数在一切估计类中的唯一 Ｍｉｎｉｍａｘ估计．
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１　引言

为方便起见，先给出以下记号．对于任一矩阵犃，μ（犃）、狋狉（犃）和狉（犃）分别表示矩阵犃

的列子空间、迹和秩；犃－和犃＋分别表示犃的任一犵逆和 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆；犃≥０（犃

＞０）表示犃是一个对称非负定（正定）阵．

考虑一般随机效应线性模型

犢 ＝犡β＋ε，

β（）ε ～犖狆＋狀
犃α

（ ）０
，σ
２
犞１１ 犞１２

犞２１ 犞（ ）（ ）２２

烅

烄

烆
．

（１．１）

这里犢 是随机观测向量，犡是已知的狀×狆矩阵，β和ε分别是狆维和狀维不可观测的随机

向量，犞＝
犞１１ 犞１２

犞２１ 犞（ ）２２

≥０和犃是已知矩阵，α∈犚
犽 和σ

２
＞０是未知参数．

设随机向量犢～｛犘（α，σ
２），（α，σ

２）∈Θ｝，犵（（α，σ
２））是待估计向量．在二次损失函数［δ－

犵（（α，σ
２））］′［δ－犵（（α，σ

２））］下，称估计δ１（犢）优于δ２（犢），如果

犈［δ２（犢）－犵（（α，σ
２））］′［δ２（犢）－犵（（α，σ

２））］

－犈［δ１（犢）－犵（（α，σ
２））］′［δ１（犢）－犵（（α，σ

２））］≥０，

对一切（α，σ
２）∈Θ 成立，且存在（α０，σ

２
０）∈Θ 使得上式严格不等号成立．称估计δ（犢）为

犵（（α，σ
２））在估计类犔中的可容许估计，如果δ（犢）∈犔且在犔中不存在任何其它的估计优

于δ（犢）．

设犛α＋犙β是线性可估函数，这里犛和犙 分别是犾×犽和犾×狆的矩阵．当犛和犙 都是

行向量时，ＲａｏＣＲ
［１］，ＨａｒｖｉｌｌｅＤ

［２］和ＰｆｅｆｆｅｒｍａｎｎＤ
［３］研究了犛α＋犙β的最优线性无偏估
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计；董莉明、吴启光［４］和吴启光［５］在二次损失下研究了犛α＋犙β的估计的可容许性．对于模

型（１．１），我们感兴趣的是研究犛α＋犙β的一个线性估计在一切估计类中的 Ｍｉｎｉｍａｘ性．

易知，犛α＋犙β是线性可估的，当且仅当μ（犛′＋犃′犙′）μ（犃′犡′）．众所周知，Ｍｉｎｉｍａｘ估

计与损失函数和所考虑的估计类有关．设犛α＋犙β为线性可估函数，关于 Ｍｉｎｉｍａｘ估计虽然

有了很多结果，但还不够充分．若回归系数非随机，这相当于犞１１＝０，犃＝犐狆 的情形，对于

较简单的线性模型犢～犖（α，σ
２犐狀）和损失函数‖δ－α‖

２／σ
２，对α的 Ｍｉｎｉｍａｘ估计已有不少

研究（见ＥｆｒｏｎＢ，ＭｏｒｒｉｓＣ
［６］和ＫｈｕｓｈｅｅｄＡ

［７］）．但这些都只考虑α本身的估计问题，没有

考虑一般的可估函数．当犞２２＞０时，无需正态假设，徐兴忠
［８］在二次损失函数犔（δ，犛α）＝

‖δ－犛α‖
２／（σ

２＋α′犡′犞
－１
２２犡α）下得到了可估函数犛α在齐次线性估计类中的唯一线性 Ｍｉｎ

ｉｍａｘ估计；在正态假设下，文献［９］利用可容许理论，证明了可估函数犛α的唯一线性 Ｍｉｎ

ｉｍａｘ估计在一切估计类中也是犛α的唯一 Ｍｉｎｉｍａｘ估计．本文针对一般的随机效应线性模

型（１．１）及线性可估函数犛α＋犙β，选取二次损失函数

犔（δ，犛α＋犙β）＝
（δ－犛α－犙β）′（δ－犛α－犙β）

σ
２
＋α′犃′犡′Λ

－１犡犃α
， （１．２）

这里Λ＝犡犞１１犡′＋犞２１犡′＋犡犞１２＋犞２２＞０是已知矩阵，研究了犛α＋犙β的一个线性估计在

一切估计类中的 Ｍｉｎｉｍａｘ性，得到了犛α＋犙β的唯一 Ｍｉｎｉｍａｘ估计．

２　主要结果

除特别说明外，本节所说的Ｍｉｎｉｍａｘ估计均指在一切估计类中的Ｍｉｎｉｍａｘ估计．对于

模型（１．１），有

Ｖａｒ（犢）＝σ
２（犡　犐）犞

犡′

（ ）犐
＝σ

２（犡犞１１犡′＋犞２１犡′＋犡犞１２＋犞２２）＝σ
２
Λ，

Ｖａｒ
β（ ）犢 ＝Ｖａｒ

犐 ０

（ ）犡 犐

β（）（ ）ε
＝σ

２
犞１１ 犞１１犡′＋犞１２

犡犞１１＋犞２１（ ）Λ
（２．１）

且β可以表示为

β＝犃α＋犲，犲～犖（０，σ
２犞１１）．

令

犚（δ，犛α＋犙β）＝犈犔（δ，犛α＋犙β），

犮２ ＝ｔｒ［犙犞１１犙′－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犞１１＋犞２１）犙′］．

　　对矩阵（犛＋犙犃－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃）（犃′犡′Λ

－１犡犃）＋犃′犡′Λ
－
１
２作奇异值分解

（犛＋犙犃－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃）（犃′犡′Λ－１犡犃）＋犃′犡′Λ－

１
２ ＝犌犉犜′． （２．２）

　　这里狋＝狉（（犛＋犙犃－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃）（犃′犡′Λ

－１犡犃）＋犃′犡′Λ
－
１
２），犌′犌＝犜′犜＝

犐狋且犉＝ｄｉａｇ（犳１，犳２，…，犳狋），犳１≥犳２≥…≥犳狋＞０．

记 犆犻＝ ［犮
２
＋∑

犻

犼＝１

（犳犼－犳犻）
２］

１
２，犻＝１，２，…，狋；犿＝ｍａｘ｛犻∶犆犻≤犳犻｝．

这样定义的犿存在，当且仅当犆１≤犳１．事实上，如果犆１≤犳１，显然犿＝ｍａｘ｛犻∶犆犻≤

犳犻｝存在；如果犆１＞犳１，由犆狋≥犆狋－１≥…≥犆１＝｜犮｜和犳１≥犳２≥…≥犳狋＞０，易见犿＝ｍａｘ｛犻

∶犆犻≤犳犻｝不存在．另记

５０６Ｎｏ．５　　　　徐礼文等：正态线性模型中随机回归系数和参数的 Ｍｉｎｉｍａｘ估计



犑犳 ＝

犮２＋∑
犿

犻＝１

犳
２
犻

∑
犿

犻＝１

犳犻＋［（∑
犿

犻＝１

犳犻）
２
－（犿－１）（∑

犿

犻＝１

犳
２
犻 ＋犮

２）］
１
２

．

　　显然有犑犳 满足犮
２
＋∑

犿

犻＝１

（犑犳－犳犻）
２
＝犑

２

犳．

引理２．１　犳犿≥犑犳，且当犿＜狋时，犳犿＋１＜犑犳．

引理的证明可参见文［９］的引理２．２．且由文［１０］中定理４．１１可得下面的引理

引理２．２　考虑模型犢～犖（犡α，σ
２犞），这里犞＞０为已知矩阵，σ

２
＞０是未知参数．若

可估函数犇犡α的估计犔犢 满足条件

（１）　犔犡（犡′犞
－１犡）－犡′犞－１＝犔；

（２）　犔犞犔′≤犔犞犇′；

（３）　狉（（犔－犇）犞犔′）≥狉（犔）－２，

则在损失函数（δ－犇犡α）
′（δ－犇犡α）下，犔犢是犇犡α在一切估计类中的可容许估计．

对矩阵犌和犜 进行分块：犌＝（犌１…犌２），犜＝（犜１…犜２），这里犌１ 和犜１ 分别是犌和犜 的

前犿列．

定理　对于模型（１．１）和损失函数（１．２），设犛α＋犙β是线性可估函数．

（１）当犆１≤犳１ 时，犔１犢 是犛α＋犙β的唯一 Ｍｉｎｉｍａｘ估计，且 ｓｕｐ
α∈犚

犽，σ
２
＞０

（犔１犢，犛α＋犙β）＝

犑
２

犳，这里犔１＝犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１＋犌１犉０犜１′Λ

－
１
２，犉０＝ｄｉａｇ（犳１－犑犳，犳２－犑犳，…，犳犿－犑犳）；

（２）当犆１＞犳１ 时，犔２犢 是犛α＋犙β的唯一 Ｍｉｎｉｍａｘ估计，且 ｓｕｐ
α∈犚

犽，σ
２
＞０

（犔２犢，犛α＋犙β）＝

犮２，这里犔２＝犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１．

证　先证结论（１）．由犛α＋犙β是线性可估函数，有

　犛＋犙犃－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃

＝ （犛＋犙犃－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃）（犃′犡′Λ－１犡犃）＋犃′犡′Λ－

１
２Λ

－
１
２犡犃

＝犌犉犜′Λ
－
１
２犡犃． （２．３）

因此

狋≥狉（犜′Λ
－
１
２犡犃）≥狉（犛＋犙犃－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犡犃）≥狉（犌犉犜′）＝狋，

从而

狋＝狉（犜′Λ－
１
２犡犃）≤狉（犡犃），

故矩阵犜′Λ
－
１
２犡犃行满秩．令狉（犡犃）＝狉，易证：存在狇×（狉－狋）和狇×（狇－狉）的矩阵犜３ 和

犜４ 使得

（犜１…犜２…犜３…犜４）′（犜１…犜２…犜３…犜４）＝犐狇，

狉＝狉（犜１…犜２…犜３）＝狉（（犜１…犜２…犜３）′Λ
－
１
２犡犃），　犜４′Λ

－
１
２犡犃 ＝０．

　　记：珟犢＝（犢１′…犢２′…犢３′…犢４′）′，犢犻＝犜犻′Λ
－
１
２犢，犻＝１，２，３，４且α犻＝犜犻′Λ

－
１
２犡犃α，犻＝１，

２，３．易知，珟犢～犖（（α１′…α２′…α３′…０′）′，σ
２犐狇）．

令犉１＝ｄｉａｇ（犳１，犳２，…，犳犿），犉２＝ｄｉａｇ（犳犿＋１，…，犳狋）（当犿＜狋时）．由（２．２）式可得

　（犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１
＋犌１犉０犜１′Λ

－
１
２）犡犃α－（犛＋犙犃）α

＝犌１犉０犜１′Λ
－
１
２犡犃α－犌犉犜′Λ

－
１
２犡犃α
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＝犌１犉０α１－犌犉
α１

α（ ）２ ，
　　另一方面，有

犈（犔犢－犛α－犙β）′（犔犢－犛α－犙β）

＝σ
２［犮２＋ｔｒ（（犔－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１）Λ（犔－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１）′）］

＋α′（犔犡犃－犛－犙犃）′（犔犡犃－犛－犙犃）α．

　　由引理２．１和上面两式可得

犈（犔１犢－犛α－犙β）′（犔１犢－犛α－犙β）

＝σ
２［犮２＋ｔｒ（（犌１犉０犜１′Λ

－
１
２）Λ（犌１犉０犜１′Λ

－
１
２）′）］

＋［（犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１
＋犌１犉０犜１′Λ

－
１
２）犡犃α－（犛＋犙犃）α］′

·［（犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１
＋犌１犉０犜１′Λ

－
１
２）犡犃α－（犛＋犙犃）α］

＝σ
２［犮２＋ｔｒ（犌１犉０犜１′犜１犉０犌１′）］＋ 犌１犉０α１－犌犉

α１

α（ ）（ ）２

′

犌１犉０α１－犌犉
α１

α（ ）（ ）２

＝σ
２［犮２＋ｔｒ（犉

２
０）］＋

犉０α１

（ ）０
－
犉１α１

犉２α（ ）（ ）２

′ 犉０α１

（ ）０
－
犉１α１

犉２α（ ）（ ）２

＝σ
２犑

２

犳＋犑
２

犳α１′α１＋α２′犉
２

２α２ ≤犑
２

犳（σ
２
＋α１′α１＋α２′α２）．

　　又因为

σ
２
＋α′犃′犡′Λ

－１
ΧΑα＝σ

２
＋α′犃′犡′Λ

－
１
２（犜１…犜２…犜３…犜４）（犜１…犜２…犜３…犜４）′Λ

－
１
２犡犃α

＝σ
２
＋α１′α１＋α２′α２＋α３′α３．

　　所以

犚（犔１犢，犛α＋犙β）≤
犑
２

犳（σ
２
＋α１′α１＋α２′α２）

σ
２
＋α′犃′犡′Λ

－１犡犃α
≤犑

２

犳，

　　特别地，当α２＝０，α３＝０时，上式等号成立．故

ｓｕｐ
σ
２
＞０，α∈犚

犽
犚（犔１犢，犛α＋犙β）＝犑

２

犳． （２．４）

取犺＝犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犌１犉１α１－犙犲，类似前面的推导，可知

犈犺′犺

σ
２
＋α１′α１

≡犑
２

犳． （２．５）

　　下证犔１犢 是犛α＋犙β唯一的 Ｍｉｎｉｍａｘ估计．若犔１犢 不是犛α＋犙β唯一的 Ｍｉｎｉｍａｘ估

计，则存在犛α＋犙β的估计δ使得

ｓｕｐ
σ
２
＞０，α∈犚

犽
犚（δ，犛α＋犙β）≤ ｓｕｐ

σ
２
＞０，α∈犚

犽
犚（犔１犢，犛α＋犙β）， （２．６）

犘（δ＝犔１犢）＜１ （２．７）

恒成立．由此可知，当α２＝０，α３＝０时，有

犚（δ，犛α＋犙β）≤犚（犔１犢，犛α＋犙β）＝犑
２

犳

恒成立．

由（２．３）和（２．５）式，上式变为

犈［δ－犌１犉１α１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α－犙犲］′

·［δ－犌１犉１α１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α－犙犲］

≤犈［犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犌１犉１α１－犙犲］′
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·［犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犌１犉１α１－犙犲］．

　　由此及（２．７）式，可知

犈［
１

２
δ＋

１

２
（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢）

－（犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α＋犙犲＋犌１犉１α１）］′

·［１
２
δ＋

１

２
（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢）

－（犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α＋犙犲＋犌１犉１α１）］

＝
１

２
犈［δ－犌１犉１α１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犡犃α－犙犲］′

·［δ－犌１犉１α１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α－犙犲］

＋
１

２
犈［犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１（犡犲＋ε）－犙犲－犌１犉１α１］′

·［犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犙犲－犌１犉１α１］

－
１

４
犈［δ－犌１犉０犢１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢］′

·［δ－犌１犉０犢１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犢］

＜犈［犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犌１犉１α１－犙犲］′

·［犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犌１犉１α１－犙犲］． （２．８）

　　记：犢狉＝（犢１′…犢２′…犢３′）′，犜狉＝（犜１…犜２…犜３），α狉＝（α１′…α２′…α３′）′，则当α２＝０，α３＝

０时，有

犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犌１犉１α１－犙犲

＝犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２（犜１…犜２…犜３…犜４）（犜１…犜２…犜３…犜４）′Λ

－
１
２犢

－犌１犉１α１－犙犲－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２（犜１…犜２…犜３…犜４）（犜１…犜２…犜３…犜４）′Λ

－
１
２犡犃α

＝（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉）－［（犌１犉１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－
１
２犜１）α１＋犙犲］

（２．９）

且

１

２
δ＋

１

２
（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢）

－（犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α＋犙犲＋犌１犉１α１）

＝
１

２
δ＋

１

２
（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢）

－［（犌１犉１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜１）α１＋犙犲］． （２．１０）

由（２．８）－（２．１０）式，当α２＝０，α３＝０时，有

犈｛
１

２
δ＋

１

２
（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢）

－［（犌１犉１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜１）α１＋犙犲］｝′

·｛１
２
δ＋

１

２
（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢）

－［（犌１犉１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜１）α１＋犙犲］｝

＜犈｛（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉）
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－［（犌１犉１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜１）α１＋犙犲］｝′

·｛（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉）

－［（犌１犉１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜１）α１＋犙犲］｝． （２．１１）

　　令ε狉＝犜狉′Λ
－
１
２（犡犲＋ε），犢狉＝α狉＋ε狉，则

犲

犢（ ）狉 ～犖
０

α（ ）狉 ，σ２
犞１１ （犞１１犡′＋犞１２）Λ

－
１
２犜狉

犜狉′Λ
－
１
２（犡犞１１＋犞２１） 犐

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎狉

． （２．１２）

　　记犵１（（α狉，σ
２））＝犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－
１
２犜狉α狉＋犌１犉１α１＋犙犲．下证：在模型（２．１２）和损失

函数［δ（犢１）－犵１（（α狉，σ
２））］′（δ（犢１）－犵１（（α狉，σ

２））］下，犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉

是犵１（（α狉，σ
２））在一切估计类中的可容许估计．事实上，由（２．１２）式和文［１１］中第二章的定

理２．１，可得

犈（犲狘犢狉）＝ （犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉（犢狉－α狉）， （２．１３）

Ｖａｒ（犲狘犢狉）＝σ
２（犞１１－（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－
１
２犜狉犜狉′Λ

－
１
２（犡犞１１＋犞２１））． （２．１４）

故

犈｛［（犌１犉０犢１－犌１犉１犢狉）＋（犌１犉１ε狉＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉ε狉）］

－犙犈（犲狘犢狉）｝′［犙犲－犙犈（犲狘犢狉）］

＝犈（犈｛［（犌１犉０犢１－犌１犉１犢狉）＋（犌１犉１ε狉＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉ε狉）－犙犈（犲狘犢狉）］′

·［犙犈（犲狘犢狉）－犙犈（犲狘犢狉）］｝）＝０．

　　由此及（２．１３）和（２．１４）式，可得

犈［（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉）－犵１（α狉，σ

２）］′

·［（犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉）－犵１（α狉，σ

２）］

＝犈（犌１犉０犢１－犌１犉１α１）′（犌１犉０犢１－犌１犉１α１）

＋σ
２ｔｒ（犙犞１１犙′－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－
１
２犜狉犜狉′Λ

－
１
２（犡犞１１＋犞２１）犙′）． （２．１５）

注意到一个估计的可容许性与上式最后一个等号右边第二项无关，要证犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′

＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉是犵１（（α狉，σ

２））在一切估计类中的可容许估计，我们只须证明：在模型犢１

～犖（α１，σ
２犐犿）和损失函数（犱－犌１犉１α１）′（犱－犌１犉１α１）下，犌１犉０犢１ 是犌１犉１α１ 在一切估计类中

的可容许估计．由引理２．１可得犉０≥０．又犑犳＞０，故犉０＜犉１．由此及引理２．２，易知

犌１犉０犢１ 是犌１犉１α１ 在一切估计类中的可容许估计，从而犌１犉０犢１＋犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉犢狉

是犵１（α狉，σ
２）在一切估计类中的可容许估计．这与（２．１１）式矛盾．由此及（２．４）式可知结论

（１）成立．

现证结论（２）．当犆１＞犳１ 时，由犆１＝｜犮｜和犳１≥犳２≥…≥犳狋＞０可得

犮２ ＞犳
２
１ ≥犳

２
２ ≥ … ≥犳

２
狋． （２．１６）

　　类似结论（１）的证明方法可得

犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１
－（犛＋犙犃）α＝－犌犉

α１

α（ ）２ ．
　　再由（２．１６）式和下面的事实

犈（犔犢－犛α－犙β）′（犔犢－犛α－犙β）

＝σ
２［犮２＋ｔｒ（（犔－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１）Λ（犔－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１）′）］

９０６Ｎｏ．５　　　　徐礼文等：正态线性模型中随机回归系数和参数的 Ｍｉｎｉｍａｘ估计



＋α′（犔犡犃－犛－犙犃）′（犔犡犃－犛－犙犃）α．

　　可得

犈（犔２犢－犛α－犙β）′（犔２犢－犛α－犙β）

＝σ
２犮２＋［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１
－（犛＋犙犃）α］′［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１
－（犛＋犙犃）α］

＝σ
２犮２＋ －犌犉

α１

α（ ）（ ）２

′ －犌犉
α１

α（ ）（ ）２

＝σ
２犮２＋α１′犉

２
１α１＋α２′犉

２
２α２ ≤犮

２（σ
２
＋α１′α１＋α２′α２）．

因此，由σ
２＋α′犃′犡′Λ

－１犡犃α＝σ
２＋α１′α１＋α２′α２＋α３′α３ 可得

犚（犔２犢，犛α＋犙β）≤
犮２（σ

２
＋α１′α１＋α２′α２）

σ
２
＋α′犃′犡′Λ

－１犡犃α
≤犮

２，

且当α１＝０，α２＝０，α３＝０时，上式等号成立．故

ｓｕｐ
σ
２
＞０，α∈犚

犽
犚（犔２犢，犛α＋犙β）＝犮

２ （２．１７）

且易得

犈［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犙犲］′［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１（犡犲＋ε）－犙犲］

σ
２ ＝犮

２

（２．１８）

恒成立．

下证犔２犢 是犛α＋犙β在一切估计类中的 Ｍｉｎｉｍａｘ估计．事实上，若不然，则存在犛α＋

犙β的估计δ使得

ｓｕｐ
σ
２
＞０，α∈犚

犽
犚（δ，犛α＋犙β）≤ ｓｕｐ

σ
２
＞０，α∈犚

犽
犚（犔２犢，犛α＋犙β）， （２．１９）

犘（δ＝犔２犢）＜１ （２．２０）

恒成立．

因此，当α１＝０，α２＝０，α３＝０时，有

犚（δ，犛α＋犙β）≤犚（犔２犢，犛α＋犙β）＝犮
２ （２．２１）

恒成立．由（２．３）和（２．１８）式，（２．２１）式变为

犈［δ－犌１犉１α１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α－犙犲］′

·［δ－犌１犉１α１－犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１犡犃α－犙犲］

＝犈（δ－犙犲）′（δ－犙犲）

≤犈［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犙犲］′［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１（犡犲＋ε）－犙犲］．

　　由（２．１８）式并且使用结论（１）类似的证明方法可得，当α１＝０，α２＝０，α３＝０时，有

犈［
１

２
δ＋

１

２
犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢－犙犲］′［
１

２
δ＋

１

２
犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１犢－犙犲］

＜犈［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－１（犡犲＋ε）－犙犲］′［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－１（犡犲＋ε）－犙犲］

＝犈［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉ε狉－犙犲］′［犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ

－
１
２犜狉ε狉－犙犲］． （２．２２）

用结论（１）的证明方法可以证明：在模型

犲

ε（ ）狉 ～犖 （）
０

０
，σ
２

犞１１ （犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉

犜狉′Λ
－
１
２（犡犞１１＋犞２１） 犐

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎狉

和损失函数（犱－犙犲）′（犱－犙犲）下，犙（犞１１犡′＋犞１２）Λ
－
１
２犜狉ε狉 是犙犲在一切估计类中的可容许

估计．这与（２．２２）式矛盾，从而结论（２）成立．证毕． 
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注：考虑一般的固定效应线性模型：犢＝犡α＋ε，ε～犖（０，σ
２犞），这里犡和犞＞０是已知狀

×狆和狀×狀矩阵，σ
２
＞０和α∈犚狆 是未知参数．设犛α是线性可估函数．则犌１犉０犜１′犞

－
１
２犢

是犛α在一切估计类中的唯一 Ｍｉｎｉｍａｘ估计．这是文［９］的主要定理．
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