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中立型随机泛函微分方程的稳定性
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摘要：该文研究了一般中立型随机微分方程解的渐近性质，利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和上鞅收敛定

理，得到了该方程解的一些渐近稳定性、多项式渐近稳定性及指数稳定性等渐近性质，其结果涵

盖并推广了已有文献的结论。
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１　引言

关于随机微分方程的研究已经有５０余年的历史了，其间有许多结果出现
［１１０］。进入２０

世纪８０年代，由于化学工程的需要以及航空理论的发展，文献［１１－１２］引入了一类中立型

随机泛函微分方程，但与确定性微分方程的研究相比，成果很少。进入１９９５年以后，毛学

荣、廖晓昕等利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函和Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ技巧展开了对中立型随机泛函微分方程指

数稳定性的研究，得出了一些有意义的结果［７，１３１５］。

本文将在以前研究结果基础上，利用与文献［７，１３－１５］不同的技巧（Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和

上鞅收敛定理［１６］），研究了一般中立型随机泛函微分方程的渐近稳定性（包括多项式渐近稳

定性及指数稳定性）问题，得到了判定方程渐近稳定的相应判据。与文献［７，１３－１５］相比，

本文不仅讨论了指数稳定性，同时也讨论了渐近稳定性与多项式渐近稳定性，其结果涵盖并

推广了文献［１７］结果。

本文采用以下记号：记（Ω，犉，｛犉狋｝狋≥０，犘）为一个带有自然流｛犉狋｝狋≥０的完备概率空间，

狑（狋）＝（狑１（狋），狑２（狋），…，狑犿（狋））
犜 是定义于该空间上的犿维标准布朗运动。｜·｜为定义

于犚狀 上的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ范数。设τ＞０，φ∶［－τ，０］→犚
狀 为连续函数，具有上确界范数‖φ‖

＝ ｓｕｐ
－τ≤θ≤０

｜φ（θ）｜，犆 （［－ τ，０］；犚
狀 ）记 为 φ 函 数 族。犔１ （犚＋，犚＋ ）∶ ＝

η∶犚＋→犚＋ ∫
∞
０η（狋）ｄ狋＜∞｛ ｝表示正的可积函数族。犆

犫
犉
０
（［－τ，０］；犚

狀）表示犉０ 可测的有界

的犆（［－τ，０］；犚
狀）值随机变量ξ族且有ξ＝｛ξ（θ）∶－τ≤θ≤０｝。设犃是向量或矩阵，犃

犜 表

示犃的转置。若犃是一矩阵，‖犃‖表示其范数，‖犃‖＝ ｔｒａｃｅ（犃犜犃槡 ）。

考虑如下中立型随机泛函微分方程
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ｄ（狓（狋）－犌（狓狋））＝犳（狋，狓狋）ｄ狋＋犵（狋，狓狋）ｄ狑（狋），　狋≥０． （１）

初始条件为狓０＝ξ。这里犌∶犆（［－τ，０］；犚
狀）→犚

狀，犳∶犚＋×犆（［－τ，０］；犚
狀）→犚

狀，犵∶犚＋×

犆（［－τ，０］；犚
狀）→犚

狀×犿都是连续泛函，狓狋＝｛狓（狋＋θ）∶－τ≤θ≤０｝是犆（［－τ，０］；犚
狀）值随机

过程，且满足ξ＝｛ξ（θ）∶－τ≤θ≤０｝∈犆
犫
犉
０
（［－τ，０］；犚

狀）。若犳，犵和犌 满足下列基本假设

（Ｈ１）　犳和犵满足局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件及线性增长条件，即对狋≥０，犾＝１，２，…，存在犮犾

＞０满足

狘犳（狋，φ）－犳（狋，）狘∨狘犵（狋，φ）－犵（狋，）狘≤犮犾（‖φ－‖），

其中φ，∈犆（［－τ，０］；犚
狀）满足‖φ‖∨‖‖≤犾，狋≥０，并且还存在常数犮＞０使得对任意

（狋，φ）∈犚＋×犆（［－τ，０］；犚
狀）有下式成立

狘犳（狋，φ）狘∨狘犵（狋，φ）狘≤犮（１＋‖φ‖）。

　　（Ｈ２）　存在犽∈（０，１），使φ∈犆（［－τ，０］；犚
狀）有

狘犌（φ）狘≤犽狘φ（－τ）狘。

　　由文献［１８］知，满足假设（Ｈ１）－（Ｈ２）的方程（１）在狋≥－τ上存在全局唯一连续解狓（狋，

ξ），且对任意狆＞０，在狋≥０时满足犈［ｓｕｐ
－τ≤狊≤狋

｜狓（狊，ξ）｜
狆］＜∞。

令犆１
，２（犚＋×犚

狀，犚＋）表示对狋一次连续可微对狓 二次连续可微的非负函数犞（狋，狓）的

全体，对任意犞（狋，狓）∈犆
１，２（犚＋×犚

狀，犚＋），定义

犞狋（狋，狓）＝
犞（狋，狓）

狋
，

犞狓（狋，狓）＝
犞（狋，狓）

狓１
，犞
（狋，狓）

狓２
，…，犞

（狋，狓）

狓（ ）狀

，

犞狓狓（狋，狓）＝

２犞（狋，狓）

狓犻狓（ ）犼 狀×狀

。

进一步定义微分算子犔犞（狋，φ）∶犚＋×犆（［－τ，０］；犚
狀）→犚如下

犔犞（狋，φ）＝犞狋（狋，φ（０）－犌（φ））＋犞狓（狋，φ（０）－犌（φ））犳（狋，φ）

＋
１

２
ｔｒａｃｅ［犵

犜（狋，φ）犞狓狓（狋，φ（０）－犌（φ））犵（狋，φ）］。

　　为证明本文的结论，须应用下列关键引理。

引理１
［１６］（上鞅收敛定理）　设狋≥０时，犃（狋），犝（狋）是连续的适应的增随机过程且几乎

必然有犃（０）＝犝（０）＝０，犕（狋）是一实值连续局部鞅且几乎必然有犕（０）＝０，ζ∈犉０ 为一非

负随机变量，定义

犡（狋）＝ζ＋犃（狋）－犝（狋）＋犕（狋），　狋≥０，

若犡（狋）非负，则

ｌｉｍ
狋→∞
犃（狋）＜ ∞｛ ｝ ｌｉｍ

狋→∞
犡（狋）＜ ∞｛ ｝∩ ｌｉｍ

狋→∞
犝（狋）＜ ∞｛ ｝，ａ．ｓ．，

其中犅犇表示犘（犅∩犇
犮）＝０。特别的，若有ｌｉｍ

狋→∞
犃（狋）＜∞，ａ．ｓ．，则

ｌｉｍ
狋→∞
犡（狋）＜ ∞，ａ．ｓ．，　ｌｉｍ

狋→∞
犝（狋）＜ ∞，ａ．ｓ．。

　　引理２　设条件（Ｈ１）－（Ｈ２）满足，若存在犞（狋，狓）∈犆
１，２（犚＋ ×犚

狀，犚＋），η∈犔
１（犚＋，

犚＋），ω∈犆（犚＋×犚
狀，犚＋），使得任意（狋，φ）∈犚＋×犆（［－τ，０］；犚

狀）有

犔犞（狋，φ）≤η（狋）－ω（狋，φ（０）－犌（φ））， （２）

则对ξ∈犆
犫
犉
０
（［－τ，０］；犚

狀）方程（１）的解狓（狋；ξ）（简记为狓（狋））满足

（ｉ）ｌｉｍ
狋→∞
犈犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋））＜∞， （３）
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（ｉｉ）ｌｉｍ
狋→∞
犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋））＜∞ａ．ｓ．， （４）

（ｉｉｉ）∫
∞

０
ω（狋，狓（狋）－犌（狓狋））ｄ狋＜ ∞ａ．ｓ．． （５）

证　对ξ∈犆
犫
犉
０
（［－τ，０］；犚

狀），由Ｉｔ^ｏ公式，并应用条件（ｉｉ），有

犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋））＝犞（０，ξ（０）－犌（ξ））＋∫
狋

０
犔犞（狊，狓狊）ｄ狊

＋∫
狋

０
犞狓（狊，狓（狊）－犌（狓狊））犵（狊，狓狊）ｄ狑（狊）

＝犞（０，ξ（０）－犌（ξ））＋∫
狋

０
η（狊）ｄ狊

－∫
狋

０

［η（狊）－犔犞（狊，狓狊）］ｄ狊

＋∫
狋

０
犞狓（狊，狓（狊）－犌（狓狊））犵（狊，狓狊）ｄ狑（狊）， （６）

因此有

犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋））≤犞（０，ξ（０）－犌（ξ））＋∫
狋

０
η（狊）ｄ狊

－∫
狋

０
ω（狊，狓（狊）－犌（狓狊））ｄ狊

＋∫
狋

０
犞狓（狊，狓（狊）－犌（狓狊））犵（狊，狓狊）ｄ狑（狊）． （７）

将引理１应用于（６）式并利用条件（ｉｉ），易推出（４）式成立，将（７）式两边取期望，易推出（３）式

成立。再将引理１应用于（７）式，易推出（５）式成立。 

２　渐近稳定性定理

引理３　设（Ｈ２）满足，ρ∶［－τ，∞）→（０，∞）连续，狓（狋）为方程（１）的解。

若有

σ１ ＝ｌｉｍ
狋→∞

ρ（狋）

ρ（狋－τ）
＜
１

犽
， （８）

σ２ ＝ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）狘狓（狋）－犌（狓狋）狘］＜ ∞， （９）

则

ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］≤
σ２

１－犽σ１
． （１０）

　　证　对ε∈ ０，
１

犽
－σ（ ）１ ，由假设（８）和（９），存在犜≥τ，且当狋≥犜时，有

ρ（狋）

ρ（狋－τ）
≤σ１＋ε， （１１）

ρ（狋）狘狓（狋）－犌（狓狋）狘≤σ２＋ε， （１２）

由条件（Ｈ２）及（１１）与（１２）式知，当狋≥犜时，有

ρ（狋）狘狓（狋）狘≤ρ（狋）狘狓（狋）－犌（狓狋）狘＋ρ（狋）狘犌（狓狋）狘

≤σ２＋ε＋犽（σ１＋ε）ρ（狋－τ）狘狓（狋－τ）狘， （１３）

对珡犜≥犜
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ｓｕｐ
犜≤狋≤珚犜

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］≤σ２＋ε＋犽（σ１＋ε）ｓｕｐ
犜≤狋≤珚犜

［ρ（狋－τ）狘狓（狋－τ）狘］

≤σ２＋ε＋犽（σ１＋ε）ｓｕｐ
犜－τ≤狋≤犜

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］

＋犽（σ１＋ε）ｓｕｐ
犜≤狋≤珚犜

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］，

因此

ｓｕｐ
犜≤狋≤珚犜

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］≤
σ２＋ε＋犽（σ１＋ε）ｓｕｐ

犜－τ≤狋≤犜

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］

１－犽（σ１＋ε）
， （１４）

（１４）式两边令 珡犜→∞，则有

ｓｕｐ
犜≤狋＜∞

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］＜ ∞，

因此有

ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］＜ ∞，

利用上式，从（１３）式可推定

ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］≤σ２＋ε＋犽（σ１＋ε）ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）狘狓（狋）狘］，

上式中令ε→０，即可得出结论式（１０）。 

下面记

犓 ＝ ｛μ∈犆（犚＋，犚＋）狘μ（０）＝０，μ单调增｝，

犓∞ ＝ μ∈犓 ｌｉｍ
狉→∞
μ（狉）＝ ∞｛ ｝，

犎∞ ＝ ｛犺∈犆（犚＋，犚＋）ｌｉｍ
狉→∞
犺（狉）＝ ∞｝。

　　定理１　在引理２的条件下，对ξ∈犆
犫
犉
０
（［－τ，０］；犚

狀），方程（１）的解狓（狋；ξ）具有如下渐

近性质

（ａ）若存在犺∈犎∞，μ∈犓 使（狋，狓）∈犚＋×犚
狀 有

犺（狋）μ（狘狓狘）≤犞（狋，狓）， （１５）

则

ｌｉｍ
狋→∞
狓（狋；ξ）＝０，ａ．ｓ．， （１６）

即方程（１）渐近稳定。

（ｂ）若存在常数狆＞０，γ∈犚，使（狋，狓）∈犚＋×犚
狀，有

（１＋狋）γ狘狓狘狆 ≤犞（狋，狓）， （１７）

则

ｌｉｍ
狋→∞

ｌｏｇ狘狓（狋；ξ）狘
ｌｏｇ狋

≤－
γ

狆
，ａ．ｓ．。 （１８）

即方程（１）多项式稳定。

（ｃ）若存在常数狆＞０，∞＜γ＜
狆
τ
ｌｏｇ

１

犽
，使（狋，狓）∈犚＋×犚

狀，有

ｅγ狋狘狓狘狆 ≤犞（狋，狓）， （１９）

则

ｌｉｍ
狋→∞

［狋－１ｌｏｇ狘狓（狋；ξ）狘］≤－
γ

狆
，ａ．ｓ．， （２０）

即方程（１）指数稳定。

证　简记狓（狋，ξ）为狓（狋）。

（ａ）由引理２中结论（ｉｉ）及条件（１５），有
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ｌｉｍ
狋→∞
μ（狘狓（狋）－犌（狓狋）狘）＝０，ａ．ｓ．，

而μ∈犓，因此

ｌｉｍ
狋→∞
狘狓（狋）－犌（狓狋）狘＝０，ａ．ｓ．，

应用引理３，此时ρ＝１，因而σ１＝１且σ２＝０，故（１６）式成立。

（ｂ）由引理２中结论（ｉｉ）及条件（１７），有

ζ１ ＝ｌｉｍ
狋→∞

［（１＋狋）γ
／狆狘狓（狋）－犌（狓狋）狘］＜ ∞，ａ．ｓ．，

此时σ２＝ζ１，ρ（狋）＝（１＋狋）
γ／狆。应用引理３

σ１ ＝ｌｉｍ
狋→∞

（１＋狋）γ
／狆

（１＋狋－τ）γ
／狆 ＝１＜

１

犽
，

所以

ｌｉｍ
狋→∞

［（１＋狋）γ
／狆狘狓（狋）狘］≤ ζ１

１－犽
，ａ．ｓ．，

从而结论式（１８）成立。

（ｃ）由引理２及条件（１９），有

ζ２ ＝ｌｉｍ
狋→∞

［ｅ
γ
狆
狋
狘狓（狋）－犌（狓狋）狘］＜ ∞，ａ．ｓ．，

此时σ２＝ζ２，ρ（狋）＝ｅｘｐ
γ

狆（ ）狋 。应用引理３

σ１ ＝ｌｉｍ
狋→∞

ｅｘｐ
γ

狆（ ）狋
ｅｘｐ

γ

狆
（狋－τ（ ））

＝ｅｘｐ
γ

狆（ ）τ ＜
１

犽
，

所以

ｌｉｍ
狋→∞

ｅｘｐ
γ

狆（ ）狋狘狓（狋）［ ］狘 ≤ ζ２
１－犽σ１

＜ ∞，ａ．ｓ．，

从而结论式（２０）成立。 

定理２　设引理２条件满足，若存在μ１∈犓，μ２∈犓∞，μ３∈犓，使（狋，狓）∈犚＋×犚
狀，有

μ１（狘狓狘）≤犞（狋，狓）≤μ２（狘狓狘）， （２１）

μ３（狘狓狘）≤ω（狋，狓）， （２２）

则对ξ∈犆
犫
犉
０
（［－τ，０］；犚

狀），方程（１）的解狓（狋；ξ）满足

ｌｉｍ
狋→∞
狓（狋；ξ）＝０，ａ．ｓ．． （２３）

　　证　简记狓（狋；ξ）为狓（狋）。由（２１），（２２）式知

μ３［μ
－１
２ （犞（狋，狓））］≤μ３（狘狓狘）≤ω（狋，狓），

据引理２结论（ｉｉｉ）与上式，有

∫
∞

０
μ３［μ

－１
２ （犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋）））］ｄ狋＜ ∞，ａ．ｓ．， （２４）

另一方面，据引理２结论（ｉｉ）

ｌｉｍ
狋→∞
犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋））＜ ∞，ａ．ｓ．， （２５）

因μ３（μ
－１
２ ）连续，故可从（２４），（２５）式推出

ｌｉｍ
狋→∞
μ３［μ

－１
２ （犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋）））］＝０，ａ．ｓ．，

且μ３（μ
－１
２ ）∈犓，故

ｌｉｍ
狋→∞
犞（狋，狓（狋）－犌（狓狋））＝０，ａ．ｓ．， （２６）
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结合（２１），（２６）式及μ１∈犓 知

ｌｉｍ
狋→∞
狘狓（狋）－犌（狓狋）狘＝０，ａ．ｓ． （２７）

将（２７）式应用于引理３，易推出本定理成立。 

３　均值渐近性质

引理４　若狆≥１，＞０，则对狓，狔∈犚
狀，有

狘狓＋狔狘
狆
≤ （１＋）

狆－１［狘狓狘狆＋－
（狆－１）狘狔狘

狆］。

　　证　据 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式可证，略。 

引理５　设（Ｈ２）满足，狆≥１，ρ∶［－τ，∞）→（０，∞）连续，狓（狋）是方程（１）的解，若

珋σ１ ＝ｌｉｍ
狋→∞

ρ（狋）

ρ（狋－τ）
＜
１

犽狆
， （２８）

珋σ２ ＝ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）犈狘狓（狋）－犌（狓狋）狘
狆］＜ ∞， （２９）

则

ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）犈狘狓（狋）狘
狆］≤珋σ２ １－犽珋σ

１／狆
（ ）１

－狆． （３０）

　　证　由条件（２８），选择＞０使

珋σ１犽
狆（１＋－

１）狆－１ ＜１， （３１）

取充分小的ε＞０使

（珋σ１＋ε）犽狆（１＋
－１）狆－１ ＜１， （３２）

由（２８），（２９）式知存在常数犜＝犜（ε）＞τ，使得当狋≥犜时

ρ（狋）

ρ（狋－τ）
≤珋σ１＋ε， （３３）

ρ（狋）犈狘狓（狋）－犌（狓狋）狘
狆
≤珋σ２＋ε， （３４）

应用引理４及条件（Ｈ２）与（３３）式，（３４）式，有

ρ（狋）犈狘狓（狋）狘
狆

≤（１＋）
狆－１［ρ（狋）犈狘狓（狋）－犌（狓狋）狘

狆＋
－（狆－１）

ρ（狋）犈狘犌（狓狋）狘
狆］

≤（１＋）
狆－１（珋σ２＋ε）＋（珋σ１＋ε）犽狆（１＋

－１）狆－１ρ（狋－τ）犈狘狓（狋－τ）狘
狆． （３５）

类似于引理３，易证明ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）犈｜狓（狋）｜
狆］＜∞。在（３５）式两边取上极限，有

ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）犈狘狓（狋）狘
狆］≤（１＋）

狆－１（珋σ２＋ε）

＋（珋σ１＋ε）犽狆（１＋
－１）狆－１ｌｉｍ

狋→∞

［ρ（狋）犈狘狓（狋）狘
狆］， （３６）

由（３２），（３６）式，有

ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）犈狘狓（狋）狘
狆］≤

（珋σ２＋ε）（１＋）狆
－１

１－（珋σ１＋ε）犽狆（１＋
－１）狆－１

， （３７）

令ε→０，由（３１），（３７）式得

ｌｉｍ
狋→∞

［ρ（狋）犈狘狓（狋）狘
狆］≤

珋σ２（１＋）狆
－１

１－珋σ１犽
狆（１＋－

１）狆－１
， （３８）

　　若珋σ１＞０，则在（３８）式中取＝
犽珋σ

１／狆
１

１－犽珋σ
１／狆
１

，则结论式（３０）成立。

若珋σ１＝０，则在（３８）式中令→０，亦有结论式（３０）成立。 

定理３　在引理２的条件下，设狆≥１，对ξ∈犆
犫
犉
０
（［－τ，０］；犚

狀），方程（１）的解狓（狋；ξ）具
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有如下渐近性质

（ａ）若存在犺∈犎∞与凸函数μ∈犓，使（狋，狓）∈犚＋×犚
狀 有

犺（狋）μ（狘狓狘
狆）≤犞（狋，狓），

则

ｌｉｍ
狋→∞
犈狘狓（狋；ξ）狘

狆 ＝０，

即方程（１）狆阶均值渐近稳定。

（ｂ）若存在常数γ∈犚，使（狋，狓）∈犚＋×犚
狀，有

（１＋狋）γ狘狓狘狆 ≤犞（狋，狓），

则

ｌｉｍ
狋→∞

ｌｏｇ（犈狘狓（狋；ξ）狘
狆）

ｌｏｇ狋
≤－γ，

即方程（１）狆阶均值多项式稳定。

（ｃ）若存在常数∞＜γ＜
狆
τ
ｌｏｇ

１

犽
，使（狋，狓）∈犚＋×犚

狀，有

ｅγ狋狘狓狘狆 ≤犞（狋，狓），

则

ｌｉｍ
狋→∞

［狋－１ｌｏｇ（犈狘狓（狋；ξ）狘
狆）］≤－γ，

即方程（１）狆阶均值指数稳定。

证　类似于定理１，此时应用引理２中结论（ｉ）与引理５，略。 

注　文献［１７］考虑了如下的中立型随机微分时滞方程

ｄ（狓（狋）－犌（狓（狋－τ）））

＝犳（狋，狓（狋），狓（狋－τ））ｄ狋＋犵（狋，狓（狋），狓（狋－τ））ｄ狑（狋），　狋≥０． （３９）

显然方程（３９）是方程（１）的特例，但是本文在同样的条件下对方程（１）证明了与文献［１７］中

对方程（３９）有同样的结果。因此本文涵盖并推广了文献［１７］的结果，拓宽了文献［１７］中定

理的适用范围。
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