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摘要：给出了伪逆算子的运算性质及满射有界算子的伪逆算子的一种表示．然后把伪逆算子应用在框架理论中，
同时给出了预框架算子的伪逆算子的矩阵表示．最后把伪逆算子应用在（非框架的）序列中．
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０ 引言

广义逆矩阵是逆矩阵的推广，当矩阵不可逆时，可用广义逆矩阵解决一些问题．ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆矩
阵的唯一性决定了可用它求方程的某种最优解或最优近似解，在一定程度上起到了逆矩阵的作用．同样，在
无限维情形也有类似于ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆矩阵的一类对象，这正是线性算子的伪逆算子．该概念是 Ｆｒｅｄ
ｈｏｌｍ在１９０２年提出来的，他给出了积分算子的广义逆，并称之为“伪逆”．伪逆算子在一定程度上起到了逆算
子的作用，即使算子不可逆，它也存在唯一的伪逆算子．有些不能利用逆算子做的事情可用伪逆算子代替．

上世纪８０年代以来，随着算子理论在小波与框架上的成功运用，一般框架理论得到了迅猛发展．算子成
为研究框架理论的重要工具，虽然框架算子是可逆的，但预框架算子等算子不一定可逆，这就决定了伪逆算

子在研究小波与框架理论中将扮演很重要的角色．
ＯｌｅＣｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ在文献【１】中给出了Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中有界线性算子的伪逆算子的一些性质，本文将进一步

研究伪逆算子的性质，并把它应用在框架理论中．
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１ 预备知识

本文中的 Ｈ，Ｋ均表示可分的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，所有的算子都是线性的，并用 ＲＴ表示算子Ｔ的值域，ＮＴ表
示算子Ｔ的核．可以证明，当算子 Ｔ具有闭值域时，限制在核的正交补 Ｎ⊥Ｔ 上的算子

珘Ｔ：＝Ｔ｜Ｎ⊥Ｔ：Ｎ
⊥
Ｔ→ＲＴ

是双射，并且逆算子有界．由此将 Ｔ的伪逆Ｔ＋定义为（珘Ｔ）－１在 Ｈ上的延拓，且有 ＮＴ＋ ＝Ｒ⊥Ｔ．具体见下面的定
义．

定义 １１ 设 Ｔ是从Ｋ到Ｈ的具有闭值域的有界线性算子，Ｔ的伪逆Ｔ＋是 Ｈ到Ｋ的满足下列条件的
线性算子：

（１）ＮＴ＋ ＝Ｒ⊥Ｔ
（２）ＲＴ＋ ＝Ｎ⊥Ｔ
（３）ＴＴ＋ｆ＝ｆ，ｆ∈ＲＴ．
可以证明伪逆算子是惟一的．由（３）知 ＴＴ＋是空间 ＲＴ上的单位算子，由此看出伪逆算子是逆算子的推

广．
下面的结论体现出伪逆算子在解方程中的重要作用．
定理 １２ 设 ｆ∈ＲＴ，则 Ｔ＋ｆ是方程Ｔｘ＝ｆ的唯一的最小范数解．
定义 １３【２】 Ｈ中的可数集｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ称为框架，如果存在常数 Ａ，Ｂ＞０，使得

Ａ‖ｆ‖２≤∑
ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，ｆｉ〉｜２≤Ｂ‖ｆ‖２，ｆ∈Ｈ

成立，其中正常数 Ａ，Ｂ称为框架界．如果上式仅仅要求右边不等式成立，则称｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ为Ｈ的 Ｂｅｓｓｅｌ列，Ｂ称
为Ｂｅｓｓｅｌ列的界．

当｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ为Ｂｅｓｓｅｌ列时，可以证明从 ｌ
２到 Ｈ的算子

Ｔ：｛ｃｉ｝→∑
ｉ∈Ｉ
ｃｉｆｉ

是有界的，并称为｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ的预框架算子，将 Ｔ与其伴随算子Ｔ合成得到框架算子

Ｓ：Ｈ→Ｈ，Ｓｆ＝ＴＴｆ＝∑
∞

ｉ＝１
〈ｆ，ｆｉ〉ｆｉ．

可以证明框架算子 Ｓ是可逆的正算子．

２ 伪逆算子的一些性质

伪逆算子也具有与逆算子类似的一些性质，但有时还附加另外的条件．ＯｌｅＣｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ得到下述结果．
定理 ２１ 设 Ｖ是Ｈ到Ｋ的有界算子，Ｕ是Ｋ到Ｈ的有界算子，并且它们的值域 ＲＵ和ＲＶ是闭的，则

（ＵＶ）＋＝Ｖ＋Ｕ＋

成立当且仅当下列条件满足：

（１）ＲＵＶ是闭的；
（２）ＲＵ在 ＶＶ下不变；
（３）ＲＵ∩ＲＶ在 ＵＵ下不变．
定理２１中的条件较多，当用 Ｕ代替 Ｖ时几乎是无条件的．
定理 ２２ 设 Ｕ是Ｋ到Ｈ的具有闭值域的有界算子，则

（ＵＵ）＋＝Ｕ＋Ｕ ＋．
证明 因 Ｕ是闭值域的，据文献【３】中的定理４１４知 Ｕ也是闭值域的．
因为 Ｒ⊥Ｕ＝ＮＵ，所以

ＲＵＵ＝ＵＵＨ＝Ｕ（ＵＨ＋（ＵＨ）⊥）＝ＵＨ，
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从而 ＵＵ也是闭值域的．另外，

ＵＵＲＵ ＝ＵＵＵＨＵＨ＝ＲＵ，
即 ＲＵ在 ＵＵ下不变．而

ＲＵ∩ＮＵ ＝ＲＵ∩Ｒ⊥Ｕ＝｛０｝，ＵＵ ＲＵ∩ＮＵ( ) ＝ＵＵ（｛０｝）＝｛０｝
说明 ＲＵ∩ＮＵ在 ＵＵ下不变．由定理１２知结论成立．

由上述定理立即得到．
当有界线性算子 Ｔ是满射时，伪逆算子可通过 Ｔ及其伴随算子具体表示出来．
定理 ２３ 若 Ｔ：Ｋ→Ｈ是满射的有界算子，则 Ｔ＋＝Ｔ（ＴＴ）－１．
证明 首先 ＴＴ是 Ｈ上的双射．事实上，由于 Ｔ是满射，因此，ＮＴ ＝Ｒ⊥Ｔ ＝｛０｝，故 Ｔ是单射；若

ＴＴｘ＝０，则〈Ｔｘ，Ｔｘ〉＝〈ＴＴｘ，ｘ〉＝０，由此知 Ｔｘ＝０，从而 ｘ＝０，所以 ＴＴ是单射．由于 Ｔ的值域是
闭的，因此 Ｔ也是闭值域，于是，

ＴＴＨ＝ＴＲＴＨ＝Ｔ（ＲＴＮＴ）＝Ｔ（ＲＴＲ⊥Ｔ）＝ＴＫ＝Ｈ，
故 ＴＴ是 Ｈ上的满射．

其次验证 Ｔ（ＴＴ）－１是 Ｔ的伪逆．若 Ｔ（ＴＴ）－１ｘ＝０，则有（ＴＴ）（ＴＴ）－１ｘ＝０，即 ｘ＝０，所以
Ｔ（ＴＴ）－１是单射，因此，

ＮＴ（ＴＴ）－１＝｛０｝＝Ｒ⊥Ｔ，
ＲＴ（ＴＴ）－１＝ＲＴ ＝Ｎ⊥Ｔ，

而（ＴＴ）（ＴＴ）－１＝Ｉ（这里 Ｉ是单位算子），由定义知结论正确．
注意：结论 Ｔ＋＝（ＴＴ）－１Ｔ不一定成立，因为 ＴＴ不一定是单射．

３ 伪逆算子在框架理论中的应用

下面给出框架算子的逆算子与预框架算子的伪逆算子间的关系，同时也用伪逆算子表达了框架系数．
定理 ３１ 设｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ为Ｈ的框架，Ｔ为对应的预框架算子，Ｔ

＋是算子 Ｔ的伪逆算子，则
（１）Ｔ＋ｆ＝｛〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉｝ｉ∈Ｉ，ｆ∈Ｈ，

（２）假设 Ｉ＝Ｎ，则 Ｓ－１ｆｉ＝∑
∞

ｋ＝１
λｉ，ｋｅｋ，ｉ∈Ｉ，其中｛ｅｋ｝∞ｋ＝１是 Ｈ的标准正交基，Ｔ＋在基｛ｅｋ｝∞ｋ＝１下的矩阵

为Λ＝｛λｉ，ｋ｝∞ｉ，ｋ＝１．
证明 （１）记 Ｐ是Ｈ到Ｖ上的正交投影（其中 Ｖ是Ｈ的闭子空间），ｆ∈Ｈ，考虑方程 Ｔ｛ｃｉ｝＝Ｐｆ，即

∑
ｉ∈Ｉ
ｃｉｆｉ＝Ｐｆ，则由定理１２，上式有最小范数解｛ｃｉ｝＝Ｔ＋Ｐｆ，由定义知，Ｔ＋在 ＮＴ＋上为０，而 ＮＴ＋ ＝Ｒ⊥Ｔ ＝Ｖ⊥，

从而有

｛ｃｉ｝＝Ｔ＋Ｐｆ＋Ｔ＋（Ｉ－Ｐ）ｆ＝Ｔ＋ｆ，
因为 Ｐｆ∈Ｖ，所以应用框架分解式有

Ｐｆ＝∑
ｉ∈Ｉ
〈Ｐｆ，Ｓ－１ｆｉ〉ｆｉ＝∑

ｉ∈Ｉ
〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉ｆｉ．

再利用框架系数的范数最小性有

Ｔ＋ｆ＝｛〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉｝ｉ∈Ｉ．
进一步有

｛〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉｝ｉ∈Ν ＝Λ｛〈ｆ，ｅｋ〉｝ｉ∈Ν ＝ ∑
∞

ｋ＝１
λｉ，ｋ〈ｆ，ｅｉ{ }〉 ｉ∈Ν．

因此，对给定的 ｉ∈Ν，级数∑
∞

ｋ＝１
λｉ，ｋｃｋ对所有｛ｃｋ｝∈ｌ２（Ν）收敛，即ｉ，

｛λｉ，ｋ｝ｋ∈Ν∈ｌ
２（Ν），

从而级数∑
∞

ｋ＝１
λｉ，ｋｅｋ对所有ｉ都收敛．于是有

〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉＝〈ｆ，∑
∞

ｋ＝１
λｉ，ｋｅｋ〉．
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对所有 ｆ∈Ｈ都成立．结论得证．
由于｛Ｓ－１ｆｉ｝ｉ∈Ｉ是｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ的对偶框架，因此有

推论 ３２ ‖Ｔ＋‖２≤
１
Ａ．

证明 由定理２１（１）得到
Ｔ＋ｆ＝｛〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉｝ｉ∈Ｉ，ｆ∈Ｈ．

于是

‖Ｔ＋ｆ‖２＝∑
ｉ∈
｜〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉｜２≤

１
Ａ‖ｆ‖

２，ｆ∈Ｈ．

结论得证．
下面的定理利用预框架算子的伪逆算子来分解其它算子．
定理 ３３ 设｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ是Ｈ的框架，Ｔ是对应的预框架算子，Ｒ是Ｖ→ＲＴ的有界线性算子（其中 Ｖ是Ｈ的

闭子空间），则 Ｒｆ＝∑
∞

ｉ＝１
〈Ｒｆ，Ｓ－１ｆｉ〉ｆｉ，当记Π是第（ｉ，ｊ）位置的元素为πｉ，ｊ＝〈Ｒｆｊ，Ｓ－１ｆｉ〉的无限矩阵时，则有

Ｒ＝ＴΠＴ＋．
证明 取 ｆ∈Ｖ，由于

〈Ｒｆ，Ｓ－１ｆｉ〉＝〈ｆ，ＲＳ－１ｆｉ〉＝〈∑
∞

ｊ＝１
〈ｆ，Ｓ－１ｆｊ〉ｆｊ，ＲＳ－１ｆｉ〉＝

∑
∞

ｊ＝１
〈ｆ，Ｓ－１ｆｊ〉〈ｆｊ，ＲＳ－１ｆｉ〉＝∑

∞

ｊ＝１
〈ｆ，Ｓ－１ｆｊ〉〈Ｒｆｊ，Ｓ－１ｆｉ〉，

所以，

｛〈Ｒｆ，Ｓ－１ｆｉ〉｝∞ｉ＝１＝Π｛〈ｆ，Ｓ－１ｆｊ〉｝，
即 Ｔ＋Ｒｆ＝ΠＴ＋ｆ，ｆ∈Ｖ，
于是 Ｔ＋Ｒ＝ΠＴ＋，从而 Ｒ＝ＴΠＴ＋．
结论得证．

由此可以估计出Π的界．
定理 ３４ ｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ，Ｔ，Ｒ同定理３３，

则

Ｒ Ａ槡Ｂ‖Ｒ‖≤‖Π‖≤ Ｂ槡Ａ‖Ｒ‖，
其中 Ａ，Ｂ是框架界．

证明 首先

∑
∞

ｉ＝１
∑
∞

ｊ＝１
πｉ，ｊｃｊ ２＝∑

∞

ｉ＝１
∑
∞

ｊ＝１
〈Ｒｆｊ，Ｓ－１ｆｉ〉ｃｊ ２＝∑

∞

ｉ＝１
〈Ｒ∑

∞

ｊ＝１
ｃｊｆｊ，Ｓ－１ｆｉ〉２≤

１
Ａ Ｒ∑

∞

ｊ＝１
ｃｊｆ

 

ｊ
２≤

１
Ａ‖Ｒ‖

２ ∑
∞

ｊ＝１
ｃｊｆ

 

ｊ
２≤
Ｂ
Ａ‖Ｒ‖

２∑
∞

ｊ＝１
｜ｃｊ｜２，

此即Π（ｃｊ）∈ｌ２（Ι），同时‖Π‖≤
Ｂ槡Ａ‖Ｒ‖，

对不等式的另一半由定理３２知，

‖Ｒ‖≤‖Ｔ‖‖Π‖‖Ｔ＋‖，所以

‖Π‖≥ ‖Ｒ‖
‖Ｔ‖‖Ｔ＋‖≥

Ａ槡Ｂ‖Ｒ‖．
结论得证．

框架条件比较强，例如要求所有相关的算子有界；框架分解中的级数无条件收敛等．伪逆算子的引入克
服了这些缺点．注意到伪逆对任何稠定的算子有定义，所以利用伪逆算子可以对框架进行无界分解．

对于集合｛ｆｉ｝ｉ∈ＩＨ，我们定义算子（可能无界）Ｔ：Ｄ（Ｔ）ｌ
２（Ｉ）→Ｈ为

Ｔ｛ｃｉ｝：＝∑
ｉ∈Ｉ
ｃｉｆｉ，
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Ｄ（Ｔ）＝ ｛ｃｉ｝∈ｌ２（Ｉ）｜∑
ｉ∈Ｉ
ｃｉｆｉ{ }＜∞ ．

因有限序列的全体在 ｌ２（Ｉ）中稠密，并且它们包含在 Ｄ（Ｔ）中．因此 Ｔ是稠定的．
下面利用伪逆算子给出一种无界分解．
定理 ３５ 设集合｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ定义的算子Ｔ是从ｌ

２（Ｉ）到 Ｈ上的满射的闭算子，则
（１）存在 Ｈ中的Ｂｅｓｓｅｌ列｛ｇｉ｝ｉ∈Ｉ，有下面的分解：

ｆ＝∑
ｉ∈Ｉ
〈ｆ，ｇｉ〉ｆｉ，ｆ∈Ｈ．

（２） １
‖Ｔ＋‖２‖ｆ‖２≤∑

ｉ∈
｜〈ｆ，ｆｉ〉｜２，ｆ∈Ｈ．

证明 对于ｆ∈Ｈ，有
ｆ＝ＴＴ＋ｆ＝∑

ｉ∈Ｉ
（Ｔ＋ｆ）ｉｆｉ，

和

‖Ｔ＋ｆ‖２＝∑
ｉ∈Ｉ
｜（Ｔ＋ｆ）ｉ｜２≤‖Ｔ＋‖２‖ｆ‖２．

注意到，ｆ→（Ｔ＋ｆ）ｉ（ｉ∈Ｉ）是 Ｈ上的连续线性泛函．由Ｒｉｅｓｚ表示引理只存在唯一的 ｇｉ∈Ｈ，使得

（Ｔ＋ｆ）ｉ＝〈ｆ，ｇｉ〉，ｆ∈Ｈ，ｉ∈Ｉ．
而且

∑
ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，ｇｉ〉｜２＝∑

ｉ∈Ｉ
｜（Ｔ＋ｆ）ｉ｜２≤‖Ｔ＋‖２‖ｆ‖２，ｆ∈Ｈ，

即｛ｇｉ｝ｉ∈Ｉ是Ｈ中的Ｂｅｓｓｅｌ列．
另外，由ｆ∈Ｈ，有

‖ｆ‖４＝｜〈ｆ，ｆ〉｜２＝ ∑
ｉ∈Ｉ
（Ｔ＋ｆｉ）〈ｆｉ，ｆ〉２≤∑

ｉ∈Ｉ
｜（Ｔ＋ｆ）ｉ｜２∑

ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，ｆｉ〉｜２≤‖Ｔ＋‖２‖ｆ‖２∑

ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，ｆｉ〉｜２．

由此知（２）成立．
证明了当｛ｆｉ｝ｉ∈Ｉ是 Ｈ的框架时，其框架系数｛〈ｆ，Ｓ

－１ｆｉ〉｝具有某种最小性．即：若 ｆ＝∑
ｉ∈Ｉ
ｃｉｆｉ

此时当然也有 ｆ＝∑
ｉ∈Ｉ
〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉ｆ( )ｉ ，则

∑
ｉ∈Ｉ
｜ｃｉ｜２＝∑

ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉｜２＋∑

ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，Ｓ－１ｆｉ〉－ｃｉ｜２．

定理３６正是这一结果的推广．
定理 ３６ Ｔ同定理３５，ｆ∈Ｈ，

若 ｆ＝∑
ｉ∈Ｉ
ｃｉｆｉ，则有

∑
ｉ∈Ｉ
｜ｃｉ｜２＝∑

ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，ｇｉ〉｜２＋∑

ｉ∈Ｉ
｜〈ｆ，ｇｉ〉－ｃｉ｜２

证明 由于 ｆ＝∑
ｉ∈Ｉ
ｃｉｆｉ，利用定理３５得

∑
ｉ∈Ｉ
［ｃｉ－〈ｆ，ｇｉ〉］ｆｉ＝０，

此即 ｛ｃｉ－〈ｆ，ｇｉ〉｝∈ＮＴ＝ＲＴ＋⊥．
由伪逆定义知

｛〈ｆ，ｇｉ〉｝＝Ｔ＋ｆ∈ＲＴ＋，
因此

‖｛ｃｉ－〈ｆ，ｇｉ〉｝‖２＋‖〈ｆ，ｇｉ〉‖２＝‖｛ｃｉ｝‖２．
结论得证．
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