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摘要：讨论了一类受 ｌ２范数有界扰动影响的线性离散时变系统 Ｈ∞故障估计问题．首先将 Ｈ∞故障估计问题转化

为二次型问题，引入相应的Ｋｒｅｉｎ空间系统，然后应用Ｋｒｅｉｎ空间白噪声估计理论，得到了问题可解的充要条件，并
通过矩阵Ｒｉｃｃａｔｉ方程设计 Ｈ∞故障估计器．算例验证了所提出方法的有效性．
关键词：Ｈ∞故障估计；线性离散时变系统；Ｋｒｅｉｎ空间；白噪声估计；矩阵Ｒｉｃｃａｔｉ方程
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０ 引言

近４０年来，基于解析模型的故障诊断理论取得了大量的研究成果【１３】．但是，这些研究成果大都针对于
线性定常系统．关于时变系统故障诊断问题的相关研究目前还比较少．文献【４】运用自适应观测器方法设计
了一类线性时变系统的残差产生器；文献【５】基于 Ｋｒｅｉｎ空间线性估计理论，通过状态扩展，实现了一类线性
时变系统的故障估计，但是却增加了矩阵 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的维数，导致计算量的增加．因此，对于一般线性时变
系统的故障诊断问题，尚有待于进一步深入研究．

另一方面，时变系统 Ｈ∞滤波近年来取得了很大的进展．文献【６８】应用 Ｋｒｅｉｎ空间 Ｋａｌｍａｎ滤波原理，为
线性时变系统 Ｈ∞滤波提供了一种新的理论方法；文献【９】基于Ｋｒｅｉｎ空间线性估计理论，研究了一类线性离
散时变系统的 Ｈ∞反卷积滤波问题．本文将Ｋｒｅｉｎ空间白噪声估计理论

【１０】应用于解决一类线性离散时变系统

的故障估计问题．
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符号说明：黑正体θ表示Ｋｒｅｉｎ空间元素；黑斜体θ表示Ｈｉｌｂｅｒｔ空间元素；δｉｊ表示 ｄｅｌｔａ函数，即δｉｊ＝０，
（ｉ≠ｊ），δｉｊ＝１，（ｉ＝ｊ）；Ｌ｛｝表示张成的空间；〈·，·〉表示 Ｋｒｅｉｎ空间内积；｛｝表示元素的线性函数；

θ
Ｔ表示θ的转置；ｄｉａｇ｛Ａ（１），Ａ（２），…，Ａ（ｍ）｝表示对角线上元素为 Ａ（ｉ）（ｉ＝１，…，ｍ）的分块对角矩阵．

１ 问题描述

考虑如下线性离散时变系统：

ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂｆ（ｋ）ｆ（ｋ）＋Ｂｄ（ｋ）ｄ（ｋ）；

ｙ（ｋ）＝Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｖ（ｋ）；
ｘ（０）＝ｘ０

{
，

（１）

其中，ｘ（ｋ）∈Ｒｎ，ｆ（ｋ）∈Ｒｐ，ｄ（ｋ）∈Ｒｑ，ｙ（ｋ）∈Ｒｍ和ｖ（ｋ）∈Ｒｍ分别表示系统状态、故障信号、扰动输入、
测量输出和测量噪声；ｆ（ｋ）、ｄ（ｋ）和 ｖ（ｋ）是 ｌ２［０，Ｎ］有界信号，Ｎ为正整数；Ａ（ｋ）、Ｂｆ（ｋ）、Ｂｄ（ｋ）、Ｃ（ｋ）为
适当维数的已知矩阵．

本文将要研究的 Ｈ∞故障估计问题可描述为：给定γ＞０，基于测量输出序列｛ｙ（ｉ）｝ｋｉ＝０，求 ｆ（ｋ－１）的估

计 ｆ

⌒

（ｋ－１），使满足
Ｘ
Ｙ＜γ

２， （２）

其中，

Ｘ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
（ｆ

⌒

（ｋ－１）－ｆ（ｋ－１））Ｔ（ｆ

⌒

（ｋ－１）－ｆ（ｋ－１））；

Ｙ＝（ｘ０－ｘ
⌒

０）
ＴＰ－１０ （ｘ０－ｘ

⌒

０）＋∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｆＴ（ｋ）ｆ（ｋ）＋∑

Ｎ－１

ｋ＝０
ｄＴ（ｋ）ｄ（ｋ）＋∑

Ｎ

ｋ＝０
ｖＴ（ｋ）ｖ（ｋ）；

Ｐ０为给定正定加权矩阵．
令

ＪＮ＝（ｘ０－ｘ

⌒

０）
ＴＰ－１０ （ｘ０－ｘ

⌒

０）＋ｆＴＮ－１ｆＮ－１＋ｄＴＮ－１ｄＮ－１－γ－２ｖＴｆ，Ｎｖｆ，Ｎ， （３）
其中，

ｖｆ（ｋ）＝ｆ

⌒

（ｋ－１）－ｆ（ｋ－１）；

ｆＮ－１＝ ｆＴ（０） ｆＴ（１） … ｆＴ（Ｎ－１[ ]）Ｔ；

ｄＮ－１＝ ｄＴ（０） ｄＴ（１） … ｄＴ（Ｎ－１[ ]）Ｔ；

ｖｆ，Ｎ＝ ｖＴｆ（０） ｖＴｆ（１） … ｖＴｆ（Ｎ[ ]）Ｔ．
从而可将上述 Ｈ∞故障估计问题归结为：

（１）求解 ＪＮ关于ｘ０，ｆＮ－１和 ｄＮ－１的最小值问题；

（２）选择适当的｛ｆ

⌒

（ｋ－１）｝Ｎｋ＝１使 ＪＮ在最小值点大于０．
下面将首先基于Ｋｒｅｉｎ空间线性估计理论【６８】，引入相应的 Ｋｒｅｉｎ空间系统，并进一步讨论 ＪＮ关于ｘ０，

ｆＮ－１和 ｄＮ－１的最小值及其最小值存在条件，然后应用 Ｋｒｅｉｎ空间白噪声估计理论
【１０】，得到 Ｋｒｅｉｎ空间 Ｋａｌｍａｎ

滤波公式．最后通过选择适当的｛ｆ

⌒

（ｋ－１）｝Ｎｋ＝１使 ＪＮ在最小值点大于０，得到 Ｈ∞故障估计器．
注 １ 性能指标（２）具有直观的物理意义，表示广义未知输入到故障估计误差基于 ｌ２［０，Ｎ］范数的能量

增益小于γ
２；当式（２）分母正定时，关于 ｘ０，ｆＮ－１和 ｄＮ－１求｛ｆ

⌒

（ｋ－１）｝Ｎｋ＝１使 ＪＮ＞０与性能指标（２）是等价的．
注 ２ 一方面，希望能够尽快的估计出故障；另一方面，由系统（１）知｛ｙ（ｉ）｝ｋ－１ｉ＝０不包含故障 ｆ（ｋ－１）的信

息．因此，采用一步滞后平滑来实现故障估计．

２ 主要结论

定义：
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ｙ１（ｋ）＝
ｙＴ（ｋ） ｆ

⌒

Ｔ（ｋ[ ]）Ｔ
，ｋ＝０，１，…，Ｎ－１，

ｙ（ｋ），ｋ＝Ｎ{ ．

ｖ１（ｋ）＝
ｖＴ（ｋ） ｖＴｆ（ｋ＋１[ ]）Ｔ

，ｋ＝０，１，…，Ｎ－１，

ｖ（ｋ），ｋ＝Ｎ{ ．

珚Ｃ（ｋ）＝
Ｃ（ｋ）[ ]０

，Ｄｆ（ｋ）＝
０
Ｉ[ ]
ｐ
．

将系统（１）等价表示为
ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂｆ（ｋ）ｆ（ｋ）＋Ｂｄ（ｋ）ｄ（ｋ）；

ｙ１（ｋ）＝
珚Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｄｆ（ｋ）ｆ（ｋ）＋ｖ１（ｋ），ｋ＝０，１，…，Ｎ－１，

Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｖ１（ｋ），ｋ＝Ｎ{ ；

ｘ（０）＝ｘ０










．

（４）

引入如下与系统（４）对应的Ｋｒｅｉｎ空间系统：
ｘ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｂｆ（ｋ）ｆ（ｋ）＋Ｂｄ（ｋ）ｄ（ｋ）；

ｙ１（ｋ）＝
珚Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋Ｄｆ（ｋ）ｆ（ｋ）＋ｖ１（ｋ），ｋ＝０，１，…，Ｎ－１，

Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｖ１（ｋ），ｋ＝Ｎ{ ；

ｘ（０）＝ｘ０










．

（５）

其中，ｘ（ｋ），ｄ（ｋ），ｆ（ｋ），ｙ１（ｋ），ｖ１（ｋ）均为Ｋｒｅｉｎ空间元素，且满足内积条件：

ｘ０－ｘ

⌒

０

ｆ（ｋ）
ｄ（ｋ）
ｖ１（ｋ













）

，

ｘ０－ｘ

⌒

０

ｆ（ｊ）
ｄ（ｊ）
ｖ１（ｊ


































）

＝

Ｐ０ ０ ０ ０
０ Ｉｐδｋｊ ０ ０
０ ０ Ｉｑδｋｊ ０
０ ０ ０ Ｑｖ１（ｋ）δ













ｋｊ

．

其中，

Ｑｖ１（ｋ）＝
ｄｉａｇ｛Ｉｍ，－γ２Ｉｐ｝，ｋ＝０，１，…，Ｎ－１，

Ｉｍ，ｋ＝Ｎ{ ．
记

ｙｚ（ｋ）＝

ｙ（ｋ），ｋ＝０，
ｙ（ｋ）

ｆ

⌒

（ｋ－１[ ]
）
，ｋ＝１，２，…，Ｎ{ ．

ｖｚ（ｋ）＝
ｖ（ｋ）， ｋ＝０，
ｖ（ｋ）
ｖｆ（ｋ

[ ]）， ｋ＝１，２，…，Ｎ{ ．

ｒｚ（ｋ）＝ｙｚ（ｋ）－ｙ^ｚ（ｋ｜ｋ－１），Ｒｒｚ（ｋ）＝〈ｒｚ（ｋ），ｒｚ（ｋ）〉，Ｑｖｚ（ｋ）＝〈ｖｚ（ｋ），ｖｚ（ｋ）〉．
根据Ｋｒｅｉｎ空间线性估计理论【６７】知，当且仅当 Ｒｒｚ（ｋ）和 Ｑｖｚ（ｋ）具有相同的惯性指数时，ＪＮ关于ｘ０、ｆＮ－１和

ｄＮ－１有最小值，且最小值为

ｍｉｎＪＮ＝∑
Ｎ

ｋ＝０
ｒＴｚ（ｋ）Ｒ－１ｒｚ（ｋ）ｒｚ（ｋ）．

其中，ｒｚ（ｋ）＝ｙｚ（ｋ）－ｙ^ｚ（ｋ｜ｋ－１），并且 ｙ^ｚ（ｋ｜ｋ－１）由ｙｚ（ｋ）在 Ｌ｛｛ｙｚ（ｊ）｝ｋ－１ｊ＝０｝上的Ｋｒｅｉｎ空间投影得到．
将ｙ１（ｋ）重新表示为

ｙ１１（ｉ）＝珚Ｃ（ｉ）ｘ（ｉ）＋Ｄｆ（ｉ）ｆ（ｉ）＋ｖ１（ｉ），ｉ＝０，…，ｋ－１，

ｙ１２（ｋ）＝Ｃ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ｖ１（ｋ）．
为了便于讨论，当τ≤ｋ－１时，^ξ（τ，１）表示ξ（τ）在空间 Ｌ｛ｙ１１（０），…，ｙ１１（τ－１）｝上的最优估计；当τ＝ｋ

时，^ξ（τ，２）表示ξ（τ）在空间 Ｌ｛ｙ１１（０），…，ｙ１１（ｋ－２）；ｙ１２（ｋ－１）｝上的最优估计．
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令

ｒ１（ｉ）＝ｙ１１（ｉ）－ｙ^１１（ｉ，１），ｙ^１１（０，１）＝０，ｉ＝０，…，ｋ－１，

ｒ２（ｋ）＝ｙ１２（ｋ）－ｙ^１２（ｋ，２）．
由文献【１０】知｛ｒ１（０），…，ｒ１（ｋ－２）；ｒ２（ｋ－１）｝是新息序列，且构成的空间等价于 Ｌ｛ｙ１１（０），…，ｙ１１（ｋ－２）；

ｙ１２（ｋ－１）｝．所谓新息序列是指与Ｋｒｅｉｎ空间系统（５）中相应输出序列含有同样统计信息的 Ｋｒｅｉｎ空间正交序
列．

记

ｅ１（ｉ）＝ｘ（ｉ）－ｘ^（ｉ，１），Ｐ１（ｉ）＝〈ｅ１（ｉ），ｅ１（ｉ）〉，ｉ＝０，１，…，ｋ－１，

ｅ２（ｋ）＝ｘ（ｋ）－ｘ^（ｋ，２），Ｐ２（ｋ）＝〈ｅ２（ｋ），ｅ２（ｋ）〉．
则有

ｘ^（ｉ，１）＝∑
ｉ－１

ｊ＝０
〈ｘ（ｉ），ｒ１（ｊ）〉Ｒ－１ｒ１（ｊ）ｒ１（ｊ）＝Ａ（ｉ－１）^ｘ（ｉ－１，１）＋Ｋ１（ｉ－１）ｒ１（ｉ－１），

ｘ^（０，１）＝ｘ

⌒

０，ｉ＝１，…，ｋ
{

－１．
（６）

Ｋ１（ｉ）＝（Ａ（ｉ）Ｐ１（ｉ）珚ＣＴ（ｉ）＋Ｂｆ（ｉ）ＤＴｆ（ｉ））Ｒ－１ｒ１（ｉ），

Ｒｒ１（ｉ）＝珚Ｃ（ｉ）Ｐ１（ｉ）珚ＣＴ（ｉ）＋Ｄｆ（ｉ）ＤＴｆ（ｉ）＋Ｑｖ１（ｉ）．
（７）

ｘ^（ｋ，２）＝∑
ｋ－２

ｊ＝０
〈ｘ（ｋ），ｒ１（ｊ）〉Ｒ－１ｒ１（ｊ）ｒ１（ｊ）＋〈ｘ（ｋ），ｒ２（ｋ－１）〉Ｒ－１ｒ２（ｋ－１）ｒ２（ｋ－１）＝

Ａ（ｋ－１）^ｘ（ｋ－１，２）＋Ｋ２（ｋ－１）ｒ２（ｋ－１），

ｘ^（ｋ－１，２）＝ｘ^（ｋ－１，１
{

）

（８）

Ｋ２（ｋ－１）＝Ａ（ｋ－１）Ｐ２（ｋ－１）ＣＴ（ｋ－１）Ｒ－１ｒ２（ｋ－１），

Ｒｒ２（ｋ－１）＝Ｃ（ｋ－１）Ｐ２（ｋ－１）ＣＴ（ｋ－１）＋Ｑｖ１（ｋ－１）．
（９）

进一步有

Ｐ１（ｉ＋１）＝Ａ（ｉ）Ｐ１（ｉ）ＡＴ（ｉ）＋Ｂｆ（ｉ）ＢＴｆ（ｉ）＋Ｂｄ（ｉ）ＢＴｄ（ｉ）－Ｋ１（ｉ）Ｒｒ１（ｉ）ＫＴ１（ｉ），

Ｐ１（０）＝Ｐ０，ｉ＝０，１，…，ｋ{ －２．
（１０）

Ｐ２（ｋ）＝Ａ（ｋ－１）Ｐ２（ｋ－１）ＡＴ（ｋ－１）＋Ｂｆ（ｋ－１）ＢＴｆ（ｋ－１）＋Ｂｄ（ｋ－１）ＢＴｄ（ｋ－１）－

Ｋ２（ｋ－１）Ｒｒ２（ｋ－１）ＫＴ２（ｋ－１），

Ｐ２（ｋ－１）＝Ｐ１（ｋ－１）
{

．

（１１）

另外，

ｆ^（ｋ－１｜ｋ－１）＝∑
ｋ－２

ｊ＝０
〈ｆ（ｋ－１），ｒ１（ｊ）〉Ｒ－１ｒ１（ｊ）ｒ１（ｊ）＋

〈ｆ（ｋ－１），ｒ２（ｋ－１）〉Ｒ－１ｒ２（ｋ－１）ｒ２（ｋ－１）＝０． （１２）
由以上分析可得

Ｒｒｚ（ｋ）＝〈ｒｚ（ｋ），ｒｚ（ｋ）〉＝
Δ（ｋ），ｋ＝０，

Δ（ｋ） Ｃ（ｋ）Ｂｆ（ｋ－１）

ＢＴｆ（ｋ－１）ＣＴ（ｋ） Ｉｐ－γ２Ｉ
[ ]

ｐ

，ｋ＝１，２，…，Ｎ{ ．

其中，

Δ（ｋ）＝Ｃ（ｋ）Ｐ２（ｋ）ＣＴ（ｋ）＋Ｉｍ． （１３）
再者，

Δ（ｋ） Ｃ（ｋ）Ｂｆ（ｋ－１）

ＢＴｆ（ｋ－１）ＣＴ（ｋ） Ｉｐ－γ２Ｉ
[ ]

ｐ

＝
Ｉｍ ０

ＢＴｆ（ｋ－１）ＣＴ（ｋ）Δ－１（ｋ） Ｉ[ ]
ｐ

Δ（ｋ） ０
０ Θ（ｋ

[ ]
）
×

Ｉｍ Δ－１（ｋ）Ｃ（ｋ）Ｂｆ（ｋ－１）

０ Ｉ[ ]
ｐ

．

其中，
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Θ（ｋ）＝Ｉｐ－γ２Ｉｐ－ＢＴｆ（ｋ－１）ＣＴ（ｋ）Δ－１（ｋ）Ｃ（ｋ）Ｂｆ（ｋ－１）．
注意到

Ｑｖｚ（ｋ）＝〈ｖｚ（ｋ），ｖｚ（ｋ）〉＝
Ｉｍ，ｋ＝０，

ｄｉａｇ｛Ｉｍ，－γ２Ｉｐ｝，ｋ＝１，２，…，Ｎ
{ ．

因此，当且仅当 Ｒｒｚ（ｋ）和 Ｑｖｚ（ｋ）具有相同的惯性指数时，ＪＮ关于ｘ０，ｆＮ－１和 ｄＮ－１有最小值，即Δ（ｋ）＞０（ｋ＝

０，１，…，Ｎ）和Θ（ｋ）＜０（ｋ＝１，２，…，Ｎ）同时成立时，ＪＮ关于ｘ０，ｆＮ－１和 ｄＮ－１有最小值，且

ｍｉｎＪＮ＝（ｙ（０）－Ｃ（０）^ｘ（０，２））ＴΔ－１（０）（ｙ（０）－Ｃ（０）^ｘ（０，２））＋

∑
Ｎ

ｋ＝１

ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）^ｘ（ｋ，２）

ｆ

⌒

（ｋ－１）－珋ｆ（ｋ－１[ ]
）

Ｔ
Δ（ｋ） ０
０ Θ（ｋ

[ ]
）

－１ ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）^ｘ（ｋ，２）

ｆ

⌒

（ｋ－１）－珋ｆ（ｋ－１[ ]
）

其中，^ｘ（ｋ，２）由ｘ（ｋ）在 Ｌ｛ｙ１１（０），…，ｙ１１（ｋ－２）；ｙ１２（ｋ－１）｝上的Ｋｒｅｉｎ空间投影得到，因此可通过式（６）和式

（８）进行递推计算，珋ｆ（ｋ－１）计算如下：
珋ｆ（ｋ－１）＝^ｆ（ｋ－１｜ｋ－１）＋ＢＴｆ（ｋ－１）ＣＴ（ｋ）×Δ－１（ｋ）（ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）^ｘ（ｋ，２））． （１４）

ｆ^（ｋ－１｜ｋ－１）由式（１２）计算，很显然，取 ｆ

⌒

（ｋ－１）＝珋ｆ（ｋ－１）时，ｍｉｎＪＮ＞０．
基于以上分析，可得如下定理．
定理 １ 考虑线性离散时变系统（１），给定γ＞０，当且仅当 Ｒｒｚ（ｋ）和 Ｑｖｚ（ｋ）具有相同的惯性指数时，故

障信号 ｆ（ｋ）的 Ｈ∞估计器存在．并且可通过如下步骤进行计算：

（１）计算θ１（ｉ）：

θ１（ｉ）＝ Ａ（ｉ－１）－Ｋ１（ｉ－１）
Ｃ（ｉ－１）[ ]( )０ θ１（ｉ－１）＋Ｋ１（ｉ－１）

ｙ（ｉ－１）

ｆ
⌒

（ｉ－１[ ]
）
，

θ１（０）＝ｘ

⌒

０，ｉ＝１，…，ｋ－１．
其中，Ｋ１（ｉ）和 Ｒｒ１（ｉ）由式（７）给出，Ｐ１（ｉ）由式（１０）给出．

（２）计算θ２（ｋ）：

θ２（ｋ）＝（Ａ（ｋ－１）－Ｋ２（ｋ－１）Ｃ（ｋ－１））θ２（ｋ－１）＋Ｋ２（ｋ－１）ｙ（ｋ－１），

θ２（ｋ－１）＝θ１（ｋ－１）．
其中，Ｋ２（ｋ－１）和 Ｒｒ２（ｋ－１）由式（９）给出，Ｐ２（ｋ）由式（１１）给出．

（３）计算 ｆ

⌒

（ｋ－１）：

ｆ

⌒

（ｋ－１）＝ＢＴｆ（ｋ－１）ＣＴ（ｋ）Δ－１（ｋ）（ｙ（ｋ）－Ｃ（ｋ）θ２（ｋ））．
其中，Δ（ｋ）由式（１３）给出．

３ 算例

考虑系统（１），各参数矩阵分别为

Ａ（ｋ）＝
０６ １ ｓｉｎ（ｋ）

０ ０７ｅ－ｋ ２








０ ０ ０３
，Ｂｆ（ｋ）＝

－１１
１３









０６
，

Ｂｄ（ｋ）＝
－０５
０５









０４
，Ｃ（ｋ）＝

－１ ２４ ０５[ ]０５ ０ ０３
．

取 ｘ（０）＝［－０２ ０ ０１］Ｔ，ｘ

⌒

０＝［０ ０ ０］Ｔ，γ＝０７，Ｐ０为单位矩阵，ｄ（ｋ）为方差为１的零均值高

斯白噪声，ｖ（ｋ）＝ ｖ１（ｋ） ｖ２（ｋ[ ]）Ｔ，ｖ１（ｋ）和 ｖ２（ｋ）都是方差为１的零均值高斯白噪声，根据定理１可计算
故障估计值．图１显示了故障信号及其故障估计．可以看出，本文给出的故障估计算法可以达到很好的估计
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效果．

图 １ 故障信号及其故障估计

Ｆｉｇ．１ Ｆａｕｌｔｓｉｇｎａｌａｎｄｆａｕｌｔｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

４ 结束语

本文研究了一类线性离散时变系统的 Ｈ∞故障估计问题．应用 Ｋｒｅｉｎ空间白噪声估计理论，得到了 Ｈ∞
故障估计问题可解的充要条件，给出了基于矩阵Ｒｉｃｃａｔｉ方程的故障估计器动态方程．最后算例验证了本文
所提方法的有效性．
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