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摘  要：k 冗余多播网络采用网络编码可实现最大多播速率k 的信息传输。该文利用最大距离可分码已有成果，给

出k 冗余多播网络在不同发送速率下所需的最小有限域，构造最大距离可分码 [ , ]n k 生成矩阵，将其列向量作为信

源输出链路的全局编码向量，设计网络码字，实现网络编码。应用实例表明该网络编码方法相对现有的通用网络编

码算法而言，具有更低的计算复杂度。 
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Abstract: For k -redundant multicast network, the maximum multicast rate can be achieved with network coding. 
The minimal finite field which is enough to implement network coding for different multicast rate in k -redundant 
multicast network is obtained, by using some results of MDS codes available. To design codes of multicast network 
and implement network coding, a generator matrix of a [ , ]n k  MDS code is constructed based on the obtained 
minimal finite field, and its column vectors are allocated to output links of the source as their global coding vectors. 
An application instance shows that, compared with present universal approaches of network coding, this approach 
has lower computation complexity. 
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1  引言  

近年来，多播传输变得越来越重要，已经成为

现代通信中一个重要的组成部分。如果仅仅使用目

前的多播传输技术，很多网络实际传输速率并不能

达到网络本身所能提供的速率上限，即目前的技术

还没有充分利用网络资源。 
传统的网络节点只是将收到的数据路由、转发，

并不进行数据的数学运算。Ahlswede等在2000年首

次提出了网络编码理论[1]，其核心思想是网络中的节

点可采用不加冗余的编码，以充分利用已有网络资

源进行更加有效的数据传输。此思想突破了一直以
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来数据传输的固定模式，从而为进一步提高目前的

网络传输速率奠定了基础。基于网络编码的多播传

输，其传输速率可以达到最大流，即网络流量的理

论上限值。Li等人[2]随后表明采用线性网络编码在有

限大的域中多播传输速率能够达到速率上限C 。

Koetter等人[3]给出了网络编码的一种代数算法，此

算法是指数时间算法，具有较大的计算复杂度。

Sanders等人[4]提出了一种多项式时间算法，Lun等
人 [5]从线性规划角度研究多播网络的网络编码，

Fragouli等人[6,7]将网络编码问题作为网络信息流分

解问题来研究，给出了相应最小子树图的求解算法。

这几种算法适用于所有的单源多播网络。但是针对

某些具有一定特点的多播网络，有可能没必要使用

上述方法，而使用更简单的方法。 
Zhu 等人[8]提出了k 冗余多播网络的概念，指出
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在 k 冗余多播网络中采用网络编码，网络的多播传

输速率可以提高将近一倍。Zhu等人给出了构造k 冗

余多播网络的分布式算法，但没有给出有效的网络

编码方法。本文针对 k 冗余多播网络，利用最大距

离可分码目前已有成果，得出信源不同发送速率下

网络编码所需有限域大小的最小值。根据最大距离

可分码 [ , ]n k 生成矩阵的任意k 个列向量线性无关，

将其列向量作为信源输出链路的全局编码向量，实

现了 k 冗余多播网络的网络编码，达到了该类网络

所允许的最大传输速率。 

2  k冗余多播网络 

对于无环多播网络 ( , )G V E= ，V 是节点集，E
是链路集，链路具有单位带宽。采用文献[8]中的算

法可以得到网络G 对应的k 冗余多播网络。下面介

绍k 冗余多播网络的概念： 
定义 1(k 冗余多播网络)[8]  一个单源多播的k

冗余多播网络是一个有向非循环图(DAG)，具有下

面两个特性： 
(1)节点集V 由3个离散子集{ } I Ts V V∪ ∪ 构成：

{ }s 为 源 节 点 ， 其 入 度 indegree( ) 0s = 且 出 度

outdegree( ) 0s > ； IV 为中间节点，用 iu (1 | |Ii V≤ ≤ )
来 标 记 ， 其 入 度 1 indegree( )iu k≤ ≤ 且 出 度

outdegree( ) 0iu > ；TV 为接收节点，用 it (1 | |Ti V≤ ≤ )
标记，其入度 indegree( )it k= 且出度 outdegree( )it  

0≥ ； 
(2)如果网络中链路具有单位带宽，对于入度为

k 的节点其最大流为k 。 
图 1 给出了一个 2 冗余多播网络。s 是源节点，

其入度为 0，出度为 3； 1 2 3, ,u u u 是中间节点，其入

度为 1，出度为 2； 1 2 3, ,t t t 表示接收节点，其入度为

2，出度为 0。假定图 1 中链路具有单位带宽，每个

接收节点的入度为 2，它们的最大流也为 2，
multicast 2F = 。 

 

图 1 一个 2 冗余多播网络 

采用图 1 中的编码方式进行多播传输时达到了

速率 multicastF ，其中信息a 和b 在源路由器上被编码

成a b+ 后发送到中间节点 2u 。接收节点 1t 可以通过

a 和a b+ 得到b ，同理接收节点 3t 也可以得到a 和

b 。如果不采用网络编码，无法实现速率为 2 的多

播传输。 

3  k冗余多播网络的网络编码 

k 冗余多播网络中信源 s 以单位时间速率 k 产

生信息向量 1 2[    ] k
k qx x x F= ∈X ，并发送给接收 

节点 1 2 | |, , ,
TVt t t 。对于任意链路e ，存在全局编码向

量 T
1 2( ) [ ( ) ( )  ( )] ( ( ) )k i qe e e e e Fα α α α= ∈c ，使得e 上

传输的符号 ( )y e 满足 
1 1 2 2

1

2
1 2

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
    [    ]

( )

k k

k

k

e

y e e x e x e x

e

e
x x x

e

α α α

α

α

α

= + + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
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   (1) 

向量 T
1 2( ) [ ( ) ( )  ( )]ke e e eα α α=c 是有限域 qF 中的

一个k 维向量。 
k 冗余多播网络中存在源节点到各接收节点的

路径族，每一路径族包含 k 条离散路径。假定信源

具有n 条输出链路，根据 Max-flow Min-cut 定理[1]

可以得到n k≥ 。若信源n 条输出链路中任意k 条链

路的全局编码向量线性无关，则接收节点 k 条输入

链路上的全局编码向量线性无关，接收节点收到 k
个正确符号，从而正确译出信源信息。 

定理 1  k 冗余多播网络如果要以信息速率 k
传输信息，则信源n 条输出链路中任意 k 条链路上

的全局编码向量必须线性无关，确保接收节点 k 条

输入链路对应的全局编码向量线性无关。 
证明  对于接收节点 jt (1 | |)Tj V≤ ≤ ，在 k 冗

余多播网络中存在 k 条离散路径，得到信源对应的

k 条输出链路和接收节点 jt 的k 条输入链路。设这k
条输入链路的全局编码向量分别为 11 12[  α α  

T
1 ]kα ， T

21 22 2[    ]kα α α ， ， 1 2[  k kα α  T ]kkα 。

则接收节点 jt 从 k 条输入链路上收到的 k 个比特

1 2, , ,j j j
ky y y 可以表示如下： 

11 21 1

12 22 2

1 2 1 2

1 2

[    ] [    ]

k

k
j j j

k k

k k kk

y y y x x x

α α α
α α α

α α α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2) 

如果要从这 k 个比特 1 2, , ,j j j
ky y y 中解出 1 2[  x x  

 ]kx ，则

11 21 1

12 22 2

1 2

k

k

k k kk

α α α
α α α

α α α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

必须可逆，即 11 12[  α α  

T
1 ]kα ， T

21 22 2[    ]kα α α ， ， T
1 2[   ]k k kkα α α 必

须线性无关，从而得到 
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1
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12 22 2
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(3) 

从定理 1 可知，要使k 冗余多播网络以信息速

率 k 传输，则信源n 条输出链路的全局编码向量中

任意 k 个必须线性无关。这个特点刚好和最大距离

可分码生成矩阵的列向量特点相同，即 [ , ]n k 最大距

离可分码生成矩阵的任意k 个列向量线性无关[9]。因

此，可将最大距离可分码生成矩阵的n 个 k 维列向

量作为信源n 条输出链路上的全局编码向量。 
定理 2[9]  给定k 和q ，对于GF( )q 上的 [ , ]n k 最

大距离可分码，如果用 ( , )m k q 表示n 的最大值，则 
当k q≥ 时， ( , ) 1m k q k= + ；当k q< 时，有 

是偶数且 或者

其它

2,   3 1
( , )

1,   

q q k k q
m k q

q

⎧ + = = −⎪⎪⎪= ⎨⎪ +⎪⎪⎩
 

根据定理 2，容易得到k 冗余多播网络在信源不

同发送速率k 下所需的最小有限域，如推论 1 所示。 
推论 1  已知信源具有n 条输出链路，且以k 符

号每单位时间发送信息， k 冗余多播网络要实现速

率k 的多播传输，所需的最小有限域GF( )q 满足： 
(1)当 1n k− = 时， 2q = ； 
(2)当n 是偶数且 3k = 或者 3k n= − 时，q 为

大于等于 2n − 的最小素数或素数的幂次； 
(3)其它情况下，q 为大于等于 1n − 的最小素数

或素数的幂次。 
下面讨论n ， k 取不同值时最大距离可分码的

生成矩阵，其列向量对应于信源n 条输出链路上的

全局编码向量。设 1 2 1, , , qα α α − 为GF( )q 中不包含零

元素的 1q − 个元素。 
定理 3  当2 k q≤ < 时，取矩阵 

1 2 1

2 2 2
1 2 1

1 1 1
1 2 1

1 1 1 1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

q

q

k k k
q

α α α

α α α

α α α

−

−

− − −
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

中任意n 列构成k n× 矩阵，此子矩阵中任意k 列线

性无关。 
证明见附录。 
定理 4  当k q≥ 时，下面 ( 1)k n n k× = + 矩阵 

                

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

的任意 k 列线性

无关。 
证明简单，此处略。 
定理 3 和定理 4 中矩阵的列向量数都以达到了

定理 2 中的 ( , )m k q 值。对k 和n 取不同值的k 冗余

多播网络，可以利用推论 1 确定多播速率为k 时所

需的最小网络编码域。再将定理 3 和定理 4 中相应

的矩阵列向量作为全局编码向量分配到信源的n 条

输出链路上，从而得到各接收节点路径族中其它链

路上的全局编码向量，完成网络编码。 
例 1  图 2 给出了一个 3 冗余多播网络，网络

具有 9 个中间节点，每一个接收节点都与 3 个中间

节点相连。在此 3 冗余多播网络中进行网络编码以

达到多播速率 3 比特/单位时间，其中链路具有单位

带宽。 

 

图 2 一个 3 冗余多播网络 

此图中 9n = ， 3k = 。根据推论 1，q 为大于

等于 1n − 的最小素数或素数的幂次，得到 32q = 。

设 1 2 7, , ,α α α 为 3GF(2 ) 中不包含零元素的 7 个元

素。信源 9 条输出链路上的全局编码向量可由定理

3 中的矩阵列向量来提供。即从矩阵 

1 2 7

2 2 2
1 2 7

1 1 1 1 0 0

0 1 0

0 0 1

α α α

α α α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

的 10 个列向量中任选 9 列构成k n× 矩阵，其列向

量作为信源 9 条输出链路的全局编码向量，于是任

一接收节点 3 条输入链路上的全局编码向量线性无

关，接收节点正确译出信源信息，实现速率为 3 的

多播传输。 

4  结束语 

k 冗余多播网络采用网络编码可实现最大速率

k 的多播传输，本文利用最大距离可分码已有的成

果，给出 k 冗余多播网络在多播速率为 k 时网络编

码所需的最小有限域。构造最大距离可分码的生成

矩阵，根据最大距离可分码 [ , ]n k 生成矩阵中任意 k
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个列向量线性无关，将其列向量作为信源n 条输出

链路上的全局编码向量，设计网络码字，实现 k 冗

余多播网络的网络编码。 
附录  定理 3 证明  首先证明当2 k q≤ < 时，上述

( 2)k q× + 矩阵的列向量数大于等于n 。具有如下情

况： 
(1)当 3k = 或 1 2k q= − ≥ 且 q 为偶数时，

2n q= + ； 
(2)其它情况下， 1 2n q q= + < + 。 
要证k n× 子矩阵中任意k 列线性无关，只需证

上述 ( 2)k q× + 矩阵中任意k 列线性无关，为此要证

明任意 k 列向量构成的方阵行列式值不为零即可。

前 1q − 列中的任意k 列构成范德蒙方阵，其行列式

值显然不为零。下面证明含最后 3 列中的 (0m <  
3)m ≤ 列的情况。具有一般性，选择 ( 2)k q× + 矩阵

前 1q − 列中任意k m− 列，记作 1 2, , , k mc c c − ，其中

{1,2, , 1}ic q∈ − ， 且 ( ; , 1,2, ,i jc c i j i j≠ ≠ =  
)k m− 。 

(1) 1m = 时 
(a)如果选择最后 3 列中的第 1 列，对应的行列

式如下： 

1 2 1

1 2 1
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+

− − −

− ≠ 0 

(b)如果选择最后 3 列中的第 2 列，对应的行列

式如下： 

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

2

1 1 1

1 1 1 0

1

0

0
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根据广义范德蒙行列式的性质[10]，上述行列式
可表述为 

1 2 1 1 1

1
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i i k
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c c c c c
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⋅ ≠  

(c)如果选择最后 3 列中的第 3 列，对应的行列

式如下： 

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

2 2 2

2 2 2
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1 1 1 0
1 1 10

0

1

0
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(2) 2m = 时 
(a)如果选择最后 3 列中的第 1 列和第 3 列，对

应的行列式如下： 

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

2 2 2

1 1 1

2 2 2
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3
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1 1 1

 ( 1) 0

k

k

k

k

k

k

k

k

k

c c c

c c c

k k k
c c c

c c c

c c c
k

k k k
c c c

c c c
k

c c c

k k k
c c c

α α α

α α α

α α α
α α α

α α α

α α α

α α α
α α α

α α α

−

−

−

−

−

−

−

−

−

− − −

− − −

− − −

= −

= − ≠

 

(b)如果选择最后 3 列中的第 1 列和第 2 列，对

应的行列式如下： 

1 2 2

1 2 2

1 2 2

2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 0

0 1

0 0

0 0

k

k

k

c c c

c c c

k k k
c c c

α α α

α α α

α α α

−

−

−

− − −
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1 2 2

1 2 2

1 2 2

2 2 2

3 3 3
2 2

1 1 1

=( 1)

k

k

k

c c c

c c ck

k k k
c c c

α α α

α α α

α α α

−

−

−

+

− − −

−  

1 2 2

1 2 2

1 2 2

2 2 2

3 3 3

1 1 1

0
k

k

k

c c c

c c c

k k k
c c c

α α α
α α α

α α α

−

−

−

− − −

= ≠  

(c)如果选择最后 3 列中的第 2 列和第 3 列，对

应的行列式如下： 

1 2 2

1 2 2

1 2 2

2 2 2

1 1 1

1 1 1 0 0

1 0

0 0

0 1

k

k

k

c c c

c c c

k k k
c c c

α α α

α α α

α α α

−

−

−

− − −

1 2 2

1 2 2

1 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 1 0

1

0=

0

k

k

k

c c c

c c c

k k k
c c c

α α α

α α α

α α α

−

−

−

− − −

 

上述行列式与第(1)种情况中的(b)形式相同，其

行列式值不为 0。 
(3) 3m = 时，对应的行列式如下： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2

1 1 1

2 2 2

3 3 3
4

2 2 2

1 1 1 1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

  =( 1)

k

k

k

k

k

k

c c c

c c c

k k k
c c c

c c c

c c ck

k k k
c c c

α α α

α α α

α α α

α α α

α α α

α α α

−

−

−

−

−

−

− − −

− − −

−

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2

4 4 4

1 1 1

= 0
k

k

k

c c c

c c c

k k k
c c c

α α α
α α α

α α α

−

−

−

− − −

≠  
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