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统动力方程及边界积分方程，然后给出了流体饱和多孔隙介质弹性波方程的基本解，最后，利用本文给出的边界元

方法对流体饱和多孔隙各向同性介质中的弹性波传播进行了数值模拟．结果表明：不论是从固相位移，还是液相位
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１　引　言

流体饱和多孔隙介质（双相介质）的动态响应问

题在地球物理学、声学、岩土动力学等学科均受到了

广泛的关注．孔隙流体的存在是地下介质构成的重

要表征，因此相对于单相介质，流体饱和多孔隙介质

理论更能准确地描述实际地层信息，其基于流体饱

和多孔隙介质模型的弹性波传播理论，更能适应越

来越复杂的地震学研究和油气藏勘探的需要．
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Ｂｉｏｔ
［１，２］根据孔隙介质中的固相液相相互耦合

力学机理，研究了流体饱和多孔隙介质中弹性波的

传播，建立了流体饱和多孔隙介质中的弹性波传播

理论，使之成为流体饱和多孔隙介质地震波传播研

究的理论基础．基于Ｂｉｏｔ理论，国内外学者针对流

体饱和多孔隙介质中地震波传播规律进行了深入的

研究．Ｓｉｍｏｎ
［３，４］研究了一维双相介质模型的各种有

限元方法，Ａｔａｌｌａ等
［５，６］利用多种有限元方法对孔隙

弹性介质波的传播进行了数值模拟研究．王尚旭
［７］

实现了双相介质各向同性介质中弹性波波场的有限

元法模拟．徐文骏等
［８］利用有限元法模拟了流体饱

和多孔各向同性介质中的地震响应．张新明等
［９］利

用小波有限元法对双相介质二维波动方程进行了正

演模拟，牟永光等［１０］利用伪谱法、有限元法及有限

差分法实现了复杂介质的地震数值模拟．有限元法

能够灵活划分网格，对物性复杂的自然边界具有很

好的适应性，但有限元方法耗时的缺点限制了其应

用．Ｄａｉ等
［１１］基于 ＭａｃＣｏｒｍａｃｋ有限差分算法，提出

了时间域为二阶、空间域为四阶的有限差分算法并

对非均匀孔隙介质波的传播进行了数值模拟．王秀

明等［１２］和裴正林［１３］分别利用交错网格有限差分法

模拟了非均匀孔隙介质、各向异性介质孔隙介质中

弹性波的传播．刘洋等
［１４］和 Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ等

［１５］分别

利用伪谱法和谱元法对双相介质进行了数值模拟．

Ｂｕｒｒｉｄｇｅ等
［１６］最早研究了流体饱和多孔隙介质运

动平衡方程的积分形式，他们求解出了Ｂｉｏｔ运动方

程在双相介质无限空间中的某一点上施加瞬间体积

力的基本解．Ｍａｎｏｌｉｓ等
［１７］利用Ｌａｐｌａｃｅ变换域内

的基本解，建立了以固相和液相位移为变量的

Ｌａｐｌａｃｅ变换域内的积分方程．Ｂｏｎｎｅｔ
［１８］利用双相

介质频域控制方程与热弹力动力学方程的相似性，

求出了双相介质简谐点源作用下的二维频域基本解．

Ｃｈｅｎｇ
［１９］根据Ｂｏｎｎｅｔ的研究成果，推导出双相介质

的频域基本解并建立了频域内的二维边界积分方

程．综上所述，有限差分法、有限元法、边界元法等方

法是双相介质地震波传播数值模拟研究的主要方

法．然而，国内地球物理领域中有关双相介质中弹性

波波场数值模拟的边界元方法研究尚少．符力耘

等［２０］利用边界元法实现了均匀各向同性介质二维

及三维问题的正演模拟，并指出边界元法具有降维、

解析与离散相结合、能够自动满足无穷远处边界条

件等特点．因此，将流体饱和多孔隙介质地震模型与

边界元法的特点相结合的边界元法研究有着非常重

要的意义．

２　双相介质边界积分方程

根据Ｂｉｏｔ理论
［１，２］，流体饱和多孔隙介质频率

域的运动平衡方程可表示为

τ犻犼，犼＋犉犻 ＝－ω
２（ρ１１狌犻＋ρ１２犝犻）－ｉω犫（狌犻－犝犻），

（１）

τ，犻＋犉′犻＝－ω
２（ρ１２狌犻＋ρ２２犝犻）＋ｉω犫（狌犻－犝犻），

（２）

式中τ犻犼 是固相压力，τ是液相压力，狌犻和犝犻分别是

固相位移和液相位移，犫是耗散系数，ρ１１、ρ２２、ρ１２ 分

别为固相、液相质量密度和固液两相耦合质量密度，

犉犻与犉′犻分别为固相和液相体力．

其连续方程可表示为

τ犻犼 ＝ λ＋
犙２（ ）犚 δ犻犼犲＋２μ犲犻犼＋犙δ犻犼ε， （３）

τ＝犙犲＋犚ε， （４）

式中犲犻犼 ＝０．５（狌犻，犼＋狌犼，犻）是固相应变张量，犲＝

狌犻，犻，ε＝犝犻，犻分别是固相和液相的体应变，λ、μ、犙和

犚 分别是介质弹性常量．将式（３）、（４）代入式（１）、

（２），则可得到流体饱和多孔隙介质频率域的系统动

力方程：

　　μΔ狌犻＋ λ＋μ＋
犙２（ ）犚 犲，犻＋犙ε，犻＋犉犻

　　　 ＝－ω
２

ρ１１狌犻＋ρ１２犝（ ）犻 －ｉω犫（狌犻－犝犻）， （５）

　　（犙犲＋犚ε），犻＋犉′犻＝－ω
２（ρ１２狌犻＋ρ２２犝犻）

＋ｉω犫（狌犻－犝犻）． （６）

式（５）和（６）中的液相位移犝犻可由固相位移狌犻和液相

压力τ表示，利用式（４）和（６），液相位移犝犻可写为

犝犻＝
τ，犻＋犉′犻＋（－ｉω犫＋ω

２

ρ１２）狌犻
－ｉω犫－ω

２

ρ２２
． （７）

综合式（４）、（５）、（６）、（７），可得到流体饱和多孔隙介

质的应力位移关系式：

μΔ狌犻＋（λ＋μ）犲，犻＋τ，犻
犙
犚
＋
ｉω犫－ρ１２ω

２

ｉω犫＋ω
２

ρ
（ ）

２２

　＋狌犻ω
２ ω

２

ρ１１ρ２２－ρ
２
１（ ）２ ＋ｉω犫ρ１１＋ρ２２＋２ρ（ ）１２

ｉω犫＋ω
２

ρ
［ ］

２２

　＋犉犻＋
ｉω犫－ρ１２ω

２

ｉω犫＋ω
２

ρ２２
犉′犻＝０， （８）

Δτ＋
τ
犚
ｉω犫＋ω

２

ρ（ ）２２ ＋犲 －ｉω犫１＋
犙（ ）［ 犚

＋ω
２
ρ１２－ρ２２

犙（ ）］犚
＋犉′犻，犻＝０． （９）

频率域流体饱和多孔隙介质运动平衡方程的积

分形式可以通过贝蒂互等定理得到［２１，２２］，对式（１）

和（２）应用贝蒂互等定理，可以得到方程的积分形式

５６３２
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　∫Γ（狋犻狌

犻 ＋τ犝


狀 ）ｄΓ＋∫Ω

（犉犻狌

犻 ＋犉′犻犝


犻 ）ｄΩ

　　 ＝∫Γ（狋

犻狌犻＋τ

犝狀）ｄΓ＋∫Ω

（犉
犻狌犻＋犉

′
犻 犝犻）ｄΩ

（１０）

式中带有上标的是加权场的值，Γ为域Ω 的边界，

狋犻＝τ犻犼狀犼，犝狀＝犝犻狀犻，狀犻是边界的单位外法线向量．

取加权场的体力基本解为犉
犻 ＝δ（）狓δ犻犼（δ为

狄拉克函数），犉′犻 ＝０时，我们可以得到固相位移狌犻

的积分形式：

犮犻犼狌犼＋∫Γ（狋

犻犼狌犼＋τ

犝狀）ｄΓ＝∫Γ（狌

犻犼狋犼＋τ犝


狀犻）ｄΓ

＋∫Ω
犉犼狌


犻犼ｄΩ． （１１）

当源点位于边界Γ上时，犮犻犼＝
１

２
δ犻犼，位于边界Γ外

时，犮犻犼＝０，位于边界Γ内时，犮犻犼＝１．对于二维情况，

犻，犼＝１，２．

为了获取液相压力的积分表达形式，我们设定

相对应的体力基本解为

犉′犻 ＝
１

２π
ｌｎ（ ）狉 ，犻

犉
犻 ＝

－ｉω犫＋ω
２

ρ１２
ｉω犫＋ω

２

ρ２２
犡′犻， （１２）

根据式（７）和（１２），并考虑犉′犻，犻＝δ（狓），则可得到液

相压力的积分方程：

　　
犮τ

－ｉω犫＋ω
２

ρ２２
＋∫Γ（狋


犻犼狌犻＋τ


犼犝狀）ｄΓ

　　　　 ＝∫Γ 狋犻狌

犻犼 ＋τ犝


狀（ ）犼 ｄΓ＋∫Ω

犉犻狌

犻犼ｄΩ．（１３）

３　基本解的求取

Ｂｏｎｎｅｔ
［１８］和Ｃｈｅｎｇ

［１９］等根据热弹性动力学方

程和双相介质系统动力方程在频域内的相似性，指

出变换热弹性动力学方程在频域内基本解的参数，

就能够得到双相介质系统动力方程在频域内的基本

解．热弹性动力学的控制方程可写为
［２３，２４］

μΔ狌犻＋ λ＋（ ）μ犲，犻－γ，犻＋ρω
２狌犻＋犉犻 ＝０，

Δ＋
ｉω
犓
＋ｉωη犲＋

犛
犓
＝０，

（１４）

式中为温度变化量，γ＝ ２μ＋３（ ）λα，其中α为热膨

胀系数，η＝γ犜／κ，其中犜 为绝对温度，κ为热传导

系数，犓＝κ／δ，δ为比热容，犉犻和犛 分别为体力项和

热源项．

将式（８）、（９）与式（１４）相对比，根据两组方程在

频率域内的相似性，我们可以得到双相各向同性介

质系统动力方程的基本解．表１列出了频率域内热

弹性动力学方程和双相介质方程相对应的参数．我

们则可以根据热弹力动力学的基本解，改变相对应

的参数，得到双相介质的基本解．

表１　频域内双相介质系统动力方程

与热弹性动力学方程的对应参数

犜犪犫犾犲１　犈狇狌犻狏犪犾犲狀犮犲犫犲狋狑犲犲狀狆狅狉狅犲犾犪狊狋犻犮犻狋狔

犪狀犱狋犺犲狉犿狅犲犾犪狊狋犻犮犻狋狔犻狀犳狉犲狇狌犲狀犮狔犱狅犿犪犻狀

双相介质

动力方程

热弹力

动力学方程

狌犻 狌犻

τ 

μ μ

λ λ

－
犙

犚
＋
－ｉω犫＋ω２ρ１２

ｉω犫＋ω２ρ２２
γ

ω２（ρ１１ρ２２－ρ
２
１２）＋ｉω犫（ρ１１＋ρ２２＋２ρ１２）

ｉω犫＋ω２ρ２２
ρ

犚

犫－ｉωρ２２
犓

－犫 １＋
犙（ ）犚 －ｉω ρ１２－ρ２２

犙（ ）犚 η

犡犻＋
－ｉω犫＋ω２ρ１２

－ｉω犫－ω２ρ２２
犡′犻 犉犻

犡′犻，犻
犛

犓

　　狌犻犼 ＝－
１

２πρω
２ 犻犼 犃１犓０（－ｉλ１狉）－犃２犓０（－ｉλ２狉）－犓０（－ｉλ３狉 ］［ ） －δ犻犼λ

２
３犓０（－ｉλ３狉 ｝｛ ）， （１５）

　　τ犼 ＝－
ｉωη

２π（λ＋２μ）（λ
２
１－λ

２
２）
犼 犓０（－ｉλ１狉）－犓０（－ｉλ２狉 ］［ ）， （１６）

　　狌３犻 ＝－ η
２π（λ＋２μ）（λ

２
１－λ

２
２）
犻 犓０（－ｉλ１狉）－犓０（－ｉλ２狉 ］［ ）， （１７）

　　τ３ ＝ η
２πγ（λ

２
１－λ

２
２）

（λ
２
１－σ

２）犓０（－ｉλ１狉）－（λ
２
２－σ

２）犓０（－ｉλ２狉 ］［ ）， （１８）

　　狋犻犼 ＝μ（狌犻犼，犽＋狌犽犼，犻）狀犽＋λ狌犽犼，犽狀犻－犙τ犼狀犻， （１９）

　　犝狀犼 ＝－
γ

η
τ犼，犻＋ωη

ｉγ
（犙－γ）狌犻（ ）犼 狀犻 （２０）
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　　狋３犻 ＝μ（狌３犻，犽＋狌３犽，犻）狀犽＋λ狌３犽，犽狀犻－犙τ３狀犻， （２１）

　　狌３３ ＝－
γ

η
τ３，犻＋ωη

ｉγ
（犙－γ）狌３（ ）犻 狀犻． （２２）

式中犻，犼＝１，２，σ
２
＝ ρω

２

λ＋２μ
，犃１＝

σ
２ λ

２
１－
ｉω（ ）犓

λ
２
１（λ

２
１－λ

２
２）
，犃２＝

σ
２ λ

２
２－
ｉω（ ）犓

λ
２
２（λ

２
１－λ

２
２）
，λ１，λ２分别是双相介质中的快纵波和慢纵

波的波数，λ３ 是双相介质中的横波波数，其值分别为

λ
２
１ ＝

１

２
ρω

２

λ＋２μ｛ ＋
ｉω
犓
＋
ｉωγη
λ＋２μ

＋ ρω
２

λ＋２μ
＋
ｉω
犓
＋
ｉωγη
λ＋２［ ］

μ

２

－４
ｉω
犓
ρω

２

λ＋２槡 ｝
μ
， （２３）

λ
２
２ ＝

１

２
ρω

２

λ＋２μ｛ ＋
ｉω
犓
＋
ｉωγη
λ＋２μ

－ ρω
２

λ＋２μ
＋
ｉω
犓
＋
ｉωγη
λ＋２［ ］

μ

２

－４
ｉω
犓
ρω

２

λ＋２槡 ｝
μ
， （２４）

λ
２
３ ＝ρ

ω
２

μ
． （２５）

４　边界积分方程离散

对于二维情况，双相介质的积分方程形式可写为

固相：犮犻犼狌犼＋∫Γ狋

犻犼狌犼ｄΓ＋∫Γτ


犻犝狀ｄΓ＝∫Γ狌


犻犼狋犼ｄΓ

＋∫Γτ犝

狀犻ｄΓ＋∫Ω

犉犼狌

犻犼ｄΩ， （２６）

液相：∫Γ狋

３犻狌犻ｄΓ＋∫Γτ


３犝狀ｄΓ＝∫Γ狌


３犻狋犻ｄΓ

＋∫Γ狌

３３τｄΓ＋犑犮３３τ＋∫Ω

犉犻狌

３犻ｄΩ． （２７）

采用向量符号表示，对于节点犻的积分方程可写为

　犆
犻
狌狌
犻
＋∫Γ狆

狌ｄΓ＝∫Γ狌

狆ｄΓ＋犆

犻
狆狆
犻
＋犉

犻，（２８）

式中狌，狆分别是第犻节点的位移向量和应力向量，

分别为

狌＝

狌１

狌２

犝

烅

烄

烆

烍

烌

烎狀

，　狆＝

狋１

狋２烅

烄

烆

烍

烌

烎τ

． （２９）

狌和狆
分别表示基本解张量：

　狌

＝

狌１１ 狌

１２ 犝

狀１

狌２１ 狌

２２ 犝

狀２

狌３１ 狌

３２ 狌

熿

燀

燄

燅３３

，　狆 ＝

狋１１ 狋

１２ τ


１

狋２１ 狋

２２ τ


２

狋３１ 狋

３２ τ



熿

燀

燄

燅３

．

（３０）

犉为震源向量，假设震源的分布集中在位置为狊的

点上，则有

犳（狓，ω）＝犳（ω）δ（狓－狊）． （３１）

因此式（２６）、（２７）中的震源项的域内积分可变为

　　∫Ω
狌
犻犼犳犼（狓，ω）ｄΩ＝∫Ω

狌
犻犼δ（狓－狊）犳犼（ω）ｄΩ

＝狌

犻犼犳犼（ω）． （３２）

引入常单元将边界Γ划分为犖 个节点，采用有限元

离散技术，可将（２８）式离散为

　　犆
犻
狌狌
犻
＋∑

犖

犼＝１∫Γ犼狆
ｄ｛ ｝Γ狌犼 ＝∑

犖

犼＝１∫Γ犼狌
ｄ｛ ｝Γ狆犼

＋犆
犻
狆狆
犼＋犉犼． （３３）

狌和狆
为基本解，它们在每一单元上的积分为已

知，则式（３３）可写为

犆犻狌狌
犻
＋∑

犖

犼＝１

犎^犻犼狌犼 ＝∑
犖

犼＝１

犌^犻犼狆
犼＋犆

犻
狆狆
犼＋犉犼，（３４）

式中，^犎犻犼、^犌犻犼分别为与基本解狌、狆及插值函数形

式有关的３×３阶系数矩阵，可由数值计算获得，狌犼

和狆
犼分别为第犼节点的位移和应力向量，犉犼 为震

源向量，犆犻狌 和犆
犻
狆 为与第犻节点几何特征有关的３×

３阶常数矩阵，分别为

　犆
犻
狌 ＝

１

２

１ ０ ０

０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，　犆
犻
狆 ＝

犑
２

０ ０ ０

０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，（３５）

式中犑＝
１

－ｉω犫－ω
２

ρ２２
．

对于犻＝１，２，…，犖 个源节点可得到矩阵方程：

犎狌＝犌狆＋犉． （３６）

式中，犎 和犌 分别为３犖×３犖 阶系数矩阵，狌、狆和

犉 分别为３犖 阶位移向量、应力向量和源向量．

５　数值模拟结果及分析

设计一个１０００ｍ×１０００ｍ的两层模型，界面

位于地下３００ｍ处，上下两层均为双相各向同性介

质，物性参数见表２，震源位于（５００ｍ，０ｍ）．波场模

拟效果见图１，并与牟永光和裴正林
［１０～１３］的有限差

分方法进行了比较，与有限差分方法的结果有着较

好的吻合，虽然能量强度不是完全一致，主要可能是

由于有限差分法直达波的干扰．从图中可以看到在

双相各向同性介质中同时存在快纵波（Ｐ１）和慢纵波
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（Ｐ２）．快纵波类似于单相各向同性介质中的纵波，而

慢纵波速度很低，且具有很强的衰减和频散．在双相

各向同性介质和双相各向同性介质构成的界面上，

反射波场包括快纵波反射波（Ｐ１Ｐ１），快纵波转换的

横波（Ｐ１Ｓ），快纵波转换的慢纵波（Ｐ１Ｐ２），慢纵波转

换的快纵波（Ｐ２Ｐ１）和慢纵波的反射波（Ｐ２Ｐ２）．在图

中还可以看到，慢纵波在界面上转换形成的Ｐ波的

衰减比慢纵波本身的衰减小得多；慢纵波转换的横

波能量很弱，不易观察到；从快纵波转换成慢纵波

后，该波形具有第一类波的性质，同样从慢纵波转换

成快纵波后，则该波形具有快纵波的性质；在界面上

双相各向同性介质中的转换波垂直分量的能量比水

平分量的能量要强．

表２　双相均匀同向介质两层模型参数

犜犪犫犾犲２　犅犻狅狋′狊狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犳狅狉犪狋狑狅犾犪狔犲狉犿狅犱犲犾狅犳狆狅狉狅狌狊犿犲犱犻犪

ρ１１／（ｋｇ·ｍ
－３）ρ２２／（ｋｇ·ｍ

－３）ρ１２／（ｋｇ·ｍ
－３）犫／（Ｎ·ｓ·ｍ４） 犙／（Ｎ·ｍ－２） 犚／（Ｎ·ｍ－２） μ／（Ｎ·ｍ

－２） λ／（Ｎ·ｍ－２）

１ ２．１６７ ０．１９１ －０．０８３ ３．０ ０．９５３×１０９ ０．３３×１０９ ６．８４×１０９ ０．３９１×１０９

２ ２．４３０ ０．２５５ －０．１ １０ ０．７×１０９ ０．７９×１０９ １２×１０９ ３１．０３×１０９

图１　两层模型地震合成记录

（ａ），（ｃ）分别为边界元法固相垂直方向位移和固相水平方向位移；

（ｂ），（ｄ）分别为有限差分法的固相的垂直方向位移和固相水平方向位移．

Ｆｉｇ．１　Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｒｅｃｅｉｖｅｒｓｏｆｔｗｏｌａｙｅｒｓｍｏｄｅｌ

（ａ），（ｃ）ｉｓｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｎｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｓｏｌｉｄｓｍｅｄｉｕｍｂｙＢＥＭ；

（ｂ），（ｄ）ｉｓｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｎｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｓｏｌｉｄｓｍｅｄｉｕｍｂｙＦＤＭ．

６　结　论

本研究以Ｂｉｏｔ理论为基础，根据热弹力动力学

方程与流体饱和孔隙介质积分方程的相似性，求得

双相介质积分方程的基本解，建立了频域内的双相

各向同性介质Ｂｉｏｔ方程的积分方程，发展了一套用

于流体饱和多孔隙介质的边界元算法，最后利用边
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界元法实现了流体饱和多孔隙介质的波场模拟．由

于边界元法自动满足远场的辐射条件，无需引入人

工边界，适用此类地下半空间无限域问题．通过一个

地下两层各向同性介质模型验证了方法的正确性．

数值模拟结果表明，本文提出的流体饱和孔隙介质

弹性波方程的边界元算法是正确可靠的．
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