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摘要 本文证明了 Yetter-Drinfel’d Hopf代数的整体维数等于它的平凡模 k 的投射维数.
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1 引言

Yetter-Drinfel’d 模是由 Yetter 在文献 [1] 中引入的, 命名为 “crossed bimodules”, 后来

被称为 Yetter-Drinfel’d 模. 设 H 是 Hopf 代数, V 是域 k 上的线性空间, 如果 V 是 H

上的左 H-模, 左 H-余模, 并且左 H-模和左 H-余模之间满足一定的相容关系, 则称 V 是

H 上的左-左 Yetter-Drinfel’d 模. H 上的左-左 Yetter-Drinfel’d 模范畴记为 H
HYD. 类似地，

可以得到左-右 Yetter-Drinfel’d 模范畴 HYDH , 右-右 Yetter-Drinfel’d 模范畴 YDH
H , 右-左

Yetter-Drinfel’d 模范畴 HYDH .

设 H 是 Hopf代数,换句话说 H 上的 Yetter-Drinfel’d Hopf代数是指在 Yetter-Drinfel’d

模范畴 H
HYD 中的 Hopf 代数. 显然, Yetter-Drinfel’d Hopf 代数是 Hopf 代数的自然推广. 实

际上, 我们见过许多 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的例子, 例如李立彬和章璞教授在文献 [2] 中

引入的 twisted Hopf algebra就是 kZ
kZYD中的 Hopf代数;文献 [3, p. 206, 10.5.11]中的 (G, χ)-

Hopf 代数也是 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数. Radford[4] 证明了 pointed Hopf 代数可以分解成

两个因子的张量,其中一因子就是另一个因子上的 Yetter-Drinfel’d Hopf代数. Radford的这

一理论对 Yetter-Drinfeld Hopf 代数的发展起到了重要的促进作用. 在 Radford 的分解之后,

Hopf 代数的研究取得了重要的进展. 例如 Doi 在文献 [5] 中研究了 Yetter-Drinfel’d 范畴中

的 Hopf模. Schauenburg证明了 Yetter-Drinfel’d 模范畴等价于 Drinfel’d double上的左模范

畴, 也等价于 Hopf 双模范畴 (参见文献 [6]). Sommerhäuser 对素阶群上的 Yetter-Drinfel’d

Hopf 代数做了一些研究 (参见文献 [7]).

Lorenz-Lorenz[8] 证明了 Hopf 代数的整体维数等于其上平凡模 k 的投射维数. 鉴于

Yetter-Drinfel’d Hopf 代数是一类比 Hopf 代数更广义的代数, 自然考虑到: Yetter-Drinfeld

引用格式: 王艳华. Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的整体维数. 中国科学 A, 2009, 39(8): 1045–1053
Wang Y H. On global dimension of Yetter-Drinfel’d Hopf algebras. Sci China Ser A, 2009, 52, DOI:
10.1007/s11425-009-0057-z



王艳华: Yetter-Drinfel’d Hopf代数的整体维数

Hopf 代数的整体维数是否等于其上平凡模 k 的投射维数? 本文回答了上述问题. 具体地说,

在本文的第二节, 我们给出了验证一个映射是 Yetter-Drinfeld Hopf 代数的对极的条件，既

只要在这个代数的生成子上验证即可. 在第三节中, 如果 H 是一个 Hopf 代数, A 是 H 上

的 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数, M 是 H 上的 Yetter-Drinfel’d 模, 我们给出了 M ⊗ A 上的

A-Hopf 模结构, 我们这里得到的 Hopf 模结构比 Doi 在文献 [5] 中给出的更自然, 因为我们

这里给的结构用到了辫子作用. 在最后一部分中, 我们给出了 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的

投射维数和整体维数的定义, 从而证明了 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的整体维数等于它的平

凡模 k 的投射维数.

本文中, 我们总假设 k 是域, 所有的代数、余代数和张量积都是 k 上的. 本文中出现的

其它符号参见文献 [7, 9].

2 预备知识

首先我们回顾与 YetterDrinfel’d Hopf 代数相关的几个定义. 设 (A, m, u) 是代数, 其

乘法记为 m : A ⊗ A −→ A : a ⊗ b �−→ ab. 设 V 是 k-向量空间, 如果存在 k-线性映射

A ⊗ V −→ V 满足

(ab) →v = a →(b →v), 1 →v = v,

则称 V 是一个左 A-模. 我们用 “→” 表示左模作用, 左 A-模范畴记为 AM.

设 (C, �, ε) 是余代数, 其余乘法为 � : C −→ C ⊗ C : c �−→ ∑
c1 ⊗ c2. 设 V 是 k-向量

空间, 如果存在 k-线性映射 ρ : V −→ C ⊗ V : v −→ ∑
v−1 ⊗ v0 满足

∑
v−2 ⊗ v−1 ⊗ v0 =

∑
v−1 ⊗ (v0)−1 ⊗ (v0)0,

∑
ε(v−1)v0 = v,

则称 V 是一个右 C-余模, 右 C-余模范畴记为 CM.

有了模和余模的定义, 下面我们回顾一下 Yetter-Drinfel’d模的定义.设 (H, m, u,�, ε, S)

是 Hopf 代数, S 是其对极, V 是 k-向量空间, 如果 V 既是左 H-模又是左 H-余模, 并且 V

的左 H-模和左 H-余模结构满足如下的相容关系:
∑

(h → v)−1 ⊗ (h → v)0 =
∑

h1v
−1Sh3 ⊗ h2 →v0, (1)

则称 V 是 Hopf代数 H 上的 Yetter-Drinfel’d模. Hopf 代数 H 上的左 Yetter-Drinfel’d 模范

畴记为 H
HYD.

如果 V 和 W 都是 Yetter-Drinfel’d 模, 定义

h →(v ⊗ w) =
∑

h1 →v ⊗ h2 →w, (2)

ρ(v ⊗ w) =
∑

v−1w−1 ⊗ v0w0, (3)

容易验证 V ⊗ W 也是 Yetter-Drinfel’d 模. 另外, 如果定义域 k 的模结构为 h →k = ε(h)k,

余模结构为 ρ(k) = 1 ⊗ k, 那么 k 就是一个 Yetter-Drinfel’d 模. 由此 Yetter-Drinfel’d 模可

以构成一个 monomidal 范畴, 这个范畴是一个预辫子 (pre-braiding) 范畴, 其中它的预辫子

(pre-braiding) 为

τ
V,W

: V ⊗ W −→ W ⊗ V, v ⊗ w �−→
∑

(v−1 →w) ⊗ v0.

如果 Hopf 代数 H 的对极 S 是一个双射, 记 S̄ 为 S 的逆映射, 那么 H
HYD 就是一个辫子范
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畴, 其上的辫子仍记为 τ
V,W

, 则 τ
V,W
的逆为:

τ−1
V, W

: W ⊗ V −→ V ⊗ W, w ⊗ v �−→
∑

v0 ⊗ S̄(v−1) →w.

设 H 是 Hopf 代数, 如果 A 既是 k-代数, 又是 k-余代数, 并且下面的条件 (a1)–(a6) 都

成立, 我们称 A 是 H 上的 Yetter-Drinfeld Hopf 代数 (或 H
HYD 中的 Hopf 代数),

(a1) A 是左 H-模代数, 即:

h →(ab) =
∑

(h1 →a)(h2 →b), h →1A = ε(h)1A. (4)

(a2) A 是左 H-余模代数, 即:

ρ(ab) =
∑

(ab)−1 ⊗ (ab)0 =
∑

a−1b−1 ⊗ a0b0, (5)

ρ(1A) = 1H ⊗ 1A.

(a3) A 是左 H-模余代数, 即:

�(h →a) =
∑

(h1 →a1) ⊗ (h2 →a2), ε(h →a) = εH(h)εA(a). (6)

(a4) A 是左 H-余模余代数, 即:∑
a−1 ⊗ (a0)1 ⊗ (a0)2 =

∑
a1

−1a2
−1 ⊗ a1

0 ⊗ a2
0, (7)

∑
a−1εA(a0) = εA(a)1H .

(a5) �, ε 都是 H
HYD 中的代数映射, 即:

�(ab) =
∑

a1(a2
−1 →b1) ⊗ a2

0b2, (8)

�(1) = 1 ⊗ 1, ε(ab) = ε(a)ε(b), ε(1A) = 1k.

(a6) 存在 H
HYD 中的 k-线性映射 S : A −→ A 满足 S ∗ id = uε = id ∗ S.

如果上面的 (a1)–(a5) 成立, 我们称 A 是一个 Yetter-Drinfel’d 双代数 (或 H
HYD 中的双

代数).

注意到当辫子是平凡的换位作用 (即 τ
V,W

(v⊗w) = w⊗v)时, Yetter-Drinfel’d Hopf代数

(双代数)就是平凡的 Hopf代数 (双代数), 具体细节参见文献 [7, p. 8]. 由于 Yetter-Drinfel’d

Hopf代数要满足上面定义的条件 (a5),所以通常情况下 Yetter-Drinfel’d Hopf代数不是 Hopf

代数.

如果 A, B 是 H
HYD 中的双代数 (Hopf代数),我们可以给出它们的张量积代数和张量积

余代数:

(a ⊗ b)(c ⊗ d) =
∑

a(b−1 →c) ⊗ b0d, (9)

�(a ⊗ b) =
∑

a1 ⊗ a2
−1 →b1 ⊗ a2

0 ⊗ b2. (10)

由文献 [7, p. 11] 或文献 [10, 第 4 节] 知, A ⊗ B 不再是 Yetter-Drinfeld 范畴中的双代数

(Hopf 代数). Doi 证明了 A ⊗ B 是 Yetter-Drinfeld 范畴中的双代数 (Hopf 代数) 当且仅当

τ
V,W

(v ⊗ w) = w ⊗ v.

众所周知, Hopf代数的对极是一个反代数和反余代数映射,这一性质对于 Yetter-Drinfel’d

Hopf 代数仍然成立. 下面的引理就说明了这点.

引理 2.1 设 A是 Yetter-Drinfel’d Hopf代数, S : A −→ A是其对极,则 S 是反代数和

反余代数映射, 即 S 满足

S(ab) =
∑

(a−1 →S(b))S(a0), S(1) = 1 (11)
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�S(a) =
∑

a−1
1 →S(a2) ⊗ S(a1

0), (εS)(a) = ε(a), (12)

其中 ∀ a, b ∈ A.

证明 若 S 是反代数自同构, 则应有 Sm = m(s ⊗ s)τ 与 s(1) = 1 成立. 我们参考

Sweedler 在文献 [11, p. 74] 中的证明方法.

首先考虑映射 Sm : A⊗A −→ A, a⊗ b �−→ S(ab) 和 m(s⊗ s)τ : A⊗A −→ A, a⊗ b �−→
(a−1 →S(b))S(a0). 我们仅需要证明 Sm(a ⊗ b) = m(s ⊗ s)τ(a ⊗ b) 成立即可.

一方面, 由于

(Sm ∗ m)(a ⊗ b) = m(Sm ⊗ m)�(a ⊗ b)

= m(Sm ⊗ m)
(∑

a1 ⊗ a2
−1 →b1 ⊗ a2

0 ⊗ b2

)
由 (8)

= S
(∑

a1(a2
−1 →b1)

)
a2

0b2

=
∑

S((ab)1)(ab)2 由 (6)

= uε(a ⊗ b),

并且

[m ∗ (m(S ⊗ S)τ)](a ⊗ b) = m[m ⊗ (m(S ⊗ S)τ)]�(a ⊗ b)

= m[m ⊗ (m(S ⊗ S)τ)]
( ∑

a1 ⊗ a2
−1 →b1 ⊗ a2

0 ⊗ b2

)
由 (8)

= m
∑

[a1(a2
−1 →b1) ⊗ m(S ⊗ S)τ(a2

0 ⊗ b2)]

= m
∑

[a1(a2
−2 →b1) ⊗ m(S ⊗ S)(a2

−1 →b2 ⊗ a2
0)]

= m
∑

[a1(a2
−2 →b1) ⊗ (a2

−1 →S(b2))S(a2
0)]

=
∑

a1(a2
−2 →b1)(a2

−1 →S(b2))S(a2
0)

=
∑

a1[a2
−1 →(b1S(b2))]S(a2

0) 由 (2)

=
∑

a1(a2
−1 →ε(b))S(a2

0)

=
∑

a1ε(a2
−1)uε(b)S(a2

0) =
∑

uε(b)a1S(a2)

= uε(b)uε(a) = uε(a ⊗ b),

我们得到 Sm ∗ m = m ∗ (m(s ⊗ s)τ) = uε. 因此 Sm = m(s ⊗ s)τ . 另外由于 ε(1) = 1, 而

且 �(1) = 1 ⊗ 1, 则有 (S ∗ id)(1) = S(1)1 = uε(1) = 1. 因此 S(1) = 1.

要证明 S 是反余代数自同构, 仅需证明 �S = (S ⊗ S)τ� 与 εS = ε 成立即可.

因为

(� ∗�S)(a) = mA⊗A(�⊗�S)�(a)

= mA⊗A(�⊗�S)
(∑

a1 ⊗ a2

)

= mA⊗A

( ∑
a1 ⊗ a2 ⊗ S(a3)1 ⊗ S(a3)2

)

=
∑

a1(a2
−1 →S(a3)1) ⊗ a2

0S(a3)2

= �
(∑

a1S(a2)
)

= �(ε(a))
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= ε(a)(1 ⊗ 1) = uA⊗Aε(a).

和

((S ⊗ S)τ� ∗�)(a) = mA⊗A((S ⊗ S)τ�⊗�)�(a)

= mA⊗A

(∑
(S ⊗ S)τ�(a1) ⊗�(a2)

)

= mA⊗A

(∑
(S ⊗ S)(a1

−1 →a2 ⊗ a1
0) ⊗ a3 ⊗ a4

)

= mA⊗A

(∑
a1

−1 →S(a2) ⊗ S(a1)0 ⊗ a3 ⊗ a4

)

=
∑

(a1
−2 →S(a2))(a1

−1 →a3) ⊗ S(a1
0)a4 由 (7 )

=
∑

(a1
−1 →(S(a2)a3)) ⊗ S(a1

0)a4

=
∑

(a1
−1 →ε(a2)) ⊗ S(a1

0)a3

=
∑

ε(a2) ⊗ ε(a1
−1)S(a1

0)a3

=
∑

ε(a2) ⊗ S(a1)a3 =
∑

1 ⊗ S(a1)a2

= ε(a)(1 ⊗ 1) = uA⊗Aε(a).

由 ε(S ∗ id)(a) = ε(uε(a)) = ε(a), 我们得到 εS = ε. 这样我们就证明了 S 是反余代数自

同构.

一般来说,给定一个映射 S : A −→ A,我们很难直接证明它是一个 Yetter-Drinfel’d Hopf

代数的对极. 但是如果我们能验证这个映射在 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的生成子上满足对

极的条件 (a6), 那么这个映射就是 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的对极. 概括以上结论, 则有如

下定理.

定理 2.2 设 A 是 Yetter-Drinfel’d 双代数, S : A −→ A 是 H
HYD 中的一个反代数自

同构. 假设 A 的子集 X 生成 A, 并且 (S ∗ id)(a) = uε(a) = (id ∗ S)(a), 其中 a ∈ X , 则 S 就

是 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数 A 的对极.

证明 对任意的 a, b ∈ X ,如果我们能证明 (id ∗ S)(a) = uε(a) 和 (S ∗ id)(b) = uε(b) 成

立, 则可以得到 (id ∗ S)(ab) = uε(ab) = (S ∗ id)(ab).

因为 �(ab) =
∑

a1(a2
−1 →b1) ⊗ a2

0b2, 这样我们有

(id ∗ S)(ab) =
∑

a1(a2
−1 →b1)S(a2

0b2) 由 (6)

=
∑

a1(a2
−2 →b1)(a2

−1 →S(b2))S(a2
0) 由 (9)

=
∑

a1(a2
−1 →(b1S(b2)))S(a2

0) 由 (2)

=
∑

a1S(a2)uε(b) 由 (2)

= uε(a)uε(b) = uε(ab).

相似地, 我们可以证明 (S ∗ id)(ab) = uε(ab).

3 Yetter-Drinfeld 模范畴中的 Hopf 模

本节中我们采用以下符号:

右 A-余模映射: ρM : M −→ M ⊗ A : m −→ ∑
m0 ⊗ m1;

右 A-模映射: M ⊗ A −→ M : m ⊗ a �−→ ma;

左 H-余模映射: �M : M −→ H ⊗ M, m �−→ ∑
m−1 ⊗ m0;
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左 H-模映射: H ⊗ M −→ M : h ⊗ m �−→ h →m.

首先, 我们回忆一下 Yetter-Drinfel’d Hopf 模的定义和 Yetter-Drinfel’d Hopf 模基本定

理.

定义 3.1[5] 设 A 是 H 上的 Yetter-Drinfel’d Hopf代数. 一个右 A-Hopf模是指 H
HYD

中的对象 M , 使得 M 既是一个右 A-模, 又是一个右 A-余模 ρM : M −→ M ⊗ A : ρM (m) =∑
m0 ⊗ m1, 并且对任意的 a ∈ A, m ∈ M, h ∈ H 满足:

ρM (ma) =
∑

m0(m1
−1 →a1) ⊗ m1

0a2; (13)

�M (ma) =
∑

m−1a−1 ⊗ m0a0; (14)
∑

m−1 ⊗ m0
0 ⊗ m0

1 =
∑

m0
−1m−1

1 ⊗ m0
0 ⊗ m1

0; (15)

ρM (h →m) =
∑

(h1 →m0) ⊗ (h2 →m1); (16)

h →(ma) =
∑

(h1 →m)(h2 →a). (17)

注意到 A 本身就是一个右 A-Hopf 模. 设 A 是 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数, M 是 H 上

的 Yetter-Drinfel’d 模, 定义

�M (m ⊗ a) =
∑

m−1a−1 ⊗ m0 ⊗ a0, (18)

h →(m ⊗ a) =
∑

h1 →m ⊗ h2 →a, (19)

ρM (m ⊗ a) =
∑

m ⊗ a1 ⊗ a2, (20)

(m ⊗ a)b = m ⊗ ab, (21)

其中 m ∈ M, a, b ∈ A,则 M ⊗A是 A-Hopf模,参见文献 [5,举例]. 下面我们赋予 M ⊗A另

一个 Hopf 模结构. 我们这里给出的结构用到了辫子, 所以是一个更自然的结构.

命题 3.2 设 A 是 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数, M 是 H 上的 Yetter-Drinfel’d 模. 定义

�M (m ⊗ a) =
∑

m−1a−1 ⊗ m0 ⊗ a0, (22)

h →(m ⊗ a) =
∑

h1 →m ⊗ h2 →a, (23)

ρM (m ⊗ a) =
∑

m ⊗ a1 ⊗ a2, (24)

(m ⊗ a)b =
∑

m(a−1 →b1) ⊗ a0b2, (25)

其中 m ∈ M, a, b ∈ A, 则 M ⊗ A 是 H
HYD 中的 A-Hopf 模.

证明 显然 M ⊗ A 是右 A-模和右 A-余模, 下面我们证明等式 (11)–(15) 成立. 取

m ⊗ a ∈ M ⊗ A, b ∈ A.

因为有

ρM ((m ⊗ a)b) = ρM

( ∑
m(a−1 → b1) ⊗ a0b2

)
由 (23)

=
∑

m(a−1 → b1) ⊗ (a0b2)1 ⊗ (a0b2)2 由 (22)

=
∑

m(a−1 → b1) ⊗ a0
1(a0

2
−1 → b2) ⊗ a0

2
0
b3 由 (6)

=
∑

m(a1
−1a2

−2 →b1) ⊗ a1
0(a2

−1 →b2) ⊗ a2
0b3 由 (5)

=
∑

(m ⊗ a1)(a2
−1 →b1) ⊗ a2

0b2 由 (23)

=
∑

(m ⊗ a)0[(m ⊗ a)1
−1 → b1] ⊗ (m ⊗ a)1

0
b2. 由 (22)
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所以 ρM ((m ⊗ a)b) =
∑

(m ⊗ a)0[(m ⊗ a)1
−1 → b1] ⊗ (m ⊗ a)1

0
b2 成立.

由于

�M ((m ⊗ a)b) = �M

(∑
m(a−1 → b1) ⊗ a0b2

)
由 (23)

=
∑

[m(a−1 → b1)]−1(a0b2)−1 ⊗ [m(a−1 → b1)]0 ⊗ (a0b2)0 由 (20)

=
∑

m−1(a−2 → b1)−1a−1b2
−1 ⊗ m0(a−2 → b1)0 ⊗ a0b2

0 由 (12)

=
∑

m−1a−4b1
−1S(a−2)a−1b2

−1 ⊗ m0(a−3 → b1
0) ⊗ a0b2

0 由 (1)

=
∑

m−1a−2b1
−1b2

−1 ⊗ m0(a−1 → b1
0) ⊗ a0b2

0

=
∑

m−1a−2b−1 ⊗ m0(a−1 → b0
1) ⊗ a0b0

2 由 (5)

=
∑

m−1a−1b−1 ⊗ (m0 ⊗ a0)b0 由 (23)

=
∑

(m ⊗ a)−1b−1 ⊗ (m ⊗ a)0b0, 由 (12)

所以有 �M ((m ⊗ a)b) =
∑

(m ⊗ a)−1b−1 ⊗ (m ⊗ a)0b0.

因为有 ∑
(m ⊗ a)−1 ⊗ (m ⊗ a)00 ⊗ (m ⊗ a)01

=
∑

m−1a−1 ⊗ (m0 ⊗ a0)0 ⊗ (m0 ⊗ a0)1 由 (20)

=
∑

m−1a−1 ⊗ (m0 ⊗ a0
1) ⊗ a0

2 由 (22)

=
∑

m−1a1
−1a2

−1 ⊗ (m0 ⊗ a1
0) ⊗ a2

0 由 (5)

=
∑

(m ⊗ a1)−1a2
−1 ⊗ (m ⊗ a1)0 ⊗ a2

0 由 (20)

=
∑

(m ⊗ a)0
−1(m ⊗ a)1

−1 ⊗ (m ⊗ a)0
0 ⊗ (m ⊗ a)1

0
, 由 (22)

所以
∑

(m⊗a)−1⊗(m ⊗ a)00⊗(m ⊗ a)01 =
∑

(m ⊗ a)0
−1(m ⊗ a)1

−1⊗(m ⊗ a)0
0⊗(m ⊗ a)1

0

成立.

我们能证明 ρM (h →(m ⊗ a)) =
∑

(h1 →(m ⊗ a)0) ⊗ (h2 →(m ⊗ a)1) 成立, 因为

ρM (h →(m ⊗ a)) = ρM (h1 →m ⊗ h2 →a) 由 (21)

=
∑

(h1 →m) ⊗ (h2 →a1) ⊗ (h3 →a2) 由 (22)

=
∑

(h1 →(m ⊗ a1)) ⊗ (h2 →a2) 由 (21)

=
∑

(h1 →(m ⊗ a)0) ⊗ (h2 →(m ⊗ a)1). 由 (22)

最后我们得到等式 h →((m ⊗ a)b) =
∑

(h1 →(m ⊗ a))(h2 →b), 因为

h →((m ⊗ a)b) =
∑

h → [m(a−1 →b1) ⊗ a0b2] 由 (23)

=
∑

h1 → [m(a−1 →b1)] ⊗ h2 →(a0b2) 由 (21)

=
∑

(h1 →m)(h2a
−1 →b1) ⊗ [h3 →(a0b2)] 由 (21)

=
∑

(h1 →m)(h2a
−1 →b1) ⊗ (h3 →a0)(h4 →b2) 由 (21)

和 ∑
(h1 →(m ⊗ a))(h2 →b)
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=
∑

[(h1 →m) ⊗ (h2 →a)](h3 →b) 由 (21)

=
∑

(h1 →m)[(h2 →a)−1 →(h3 →b)1] ⊗ (h2 →a)0(h3 →b)2 由 (23)

=
∑

(h1 →m)(h2a
−1S(h4)h5 →b1) ⊗ (h3 →a0)(h6 →b2) 由 (1)

=
∑

(h1 →m)(h2a
−1 →b1) ⊗ (h3 →a0)(h4 →b2).

至此我们完成了证明.

若 A 是 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数, M 是 H
HYD 中的右 A-Hopf 模, M 的右余不变量

(coinvariants)是指满足条件 M coA := {m ∈ M |ρM (m) = m⊗1}的集合. Doi证明了 M coA 也

是 Yetter-Drinfel’d 范畴中的对象. 进而, Doi 证明了关于 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的 Hopf

模基本定理. 定理内容如下:

定理 3.3[5, 定理1] 设 A是 Yetter-Drinfel’d Hopf代数, M 是右 A-Hopf模,则有 Hopf模

同构 M coA ⊗ A −→ M . 特别地, M 是 H
HYD 中的自由右 A-模.

4 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数的整体维数

本节我们考虑的对象都是在 Yetter-Drinfel’d 模范畴中. 设 A 是 Yetter-Drinfel’d Hopf

代数, 我们给出 H
HYD 中投射模的定义.

定义 4.1 设 P 是 H
HYD 中的右 A-模, 如果对于任意的 H

HYD 中的 A-线性映射 f :

P −→ N , 任何满同态 π : M −→ N , 必有映射 g : P −→ M 使得下面的交换图成立:

P

f

��

g

��
M

π �� N �� 0,

则称 P 是投射的.

定义 4.2 H
HYD 中的右 A-模 M 的投射分解是指 H

HYD 中的一个正合列

· · · −−−−→ Pn
dn−−−−→ Pn−1

dn−1−−−−→ · · · −−−−→ P1
d1−−−−→ P0

π−−−−→ M −−−−→ 0,

其中每一个 Pi 都是 H
HYD 中的投射模, di 和 π 是 A-线性、H-线性和 H-余线性的.

定义 4.3 设 M 是范畴 H
HYD 中的 A-模, 若 M 有投射分解

0 −→ Pd −→ Pd−1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ M −→ 0,

而且不存在项数更少的投射分解, 则称 M 的投射维数是 d, 记为 p.dimM = d. 如果不存在

这样的投射分解, 规定 M 的投射维数为 p. dimM = ∞.

定义 4.4 设 A 是 H
HYD 中的 Hopf 代数, A 的整体维数 (global dimension) 定义为所

有 A-模中最大的投射维数, 记为 gl.dimA = sup{p.dimM |任意 A-模M}.
定理 4.5 设 A 是 Yetter-Drinfel’d Hopf 代数, 则有 gl.dim A = p.dimA k, 其中 k 是

H
HYD 中的平凡的右 A-模.

证明 考虑 k 在 H
HYD 中的投射分解: · · · −→ P1 −→ P0 −→ k −→ 0.

令 M 是 H
HYD 中的右 A-模,则对 H

HYD 中的任意右 A-模 Pi,定义 M ⊗Pi 的右 A-模为:

(m ⊗ p)a =
∑

m(p−1 →a1) ⊗ p0a2, m ∈ M, p ∈ Pi, a ∈ A.

则 M ⊗ Pi 也成为 H
HYD 中的右 A-模.

1052



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 8 期

这样, 可以得到范畴 H
HYD 中的右 A-模的正合序列

· · · −→ M ⊗ P1 −→ M ⊗ P0 −→ M ⊗ k ∼= M −→ 0.

如果证明这就是 M 在范畴 H
HYD 中的投射分解, 则完成证明.

如果 P 是 H
HYD 中的投射右 A-模, 则 P 是自由右 A-模的直和项, 即存在右 A-模 X 和

某个集合 I, 使得 P ⊕ X � A(I), 因此有

(M ⊗ P ) ⊕ (M ⊗ X) � (M ⊗ A)(I).

所以只要证明 M ⊗A是投射的, 那么我们就能得到 M ⊗P 是投射的. 事实上, 如果取 M ⊗A

的右 A-模结构和右 A-余模结构如命题 3.2中所述,则 M ⊗A是 H
HYD 中的右 A-Hopf模,由

定理 3.3 知 M ⊗ A 就是投射的. 这样 M ⊗ P 是投射的, 所以

· · · −→ M ⊗ P1 −→ M ⊗ P0 −→ M ⊗ k ∼= M −→ 0

就是 M 在范畴 H
HYD 中的投射分解, 因此结论得证.

致谢 作者非常感谢审稿者提出的宝贵意见, 这些意见使得本文得到了很大改进. 同时作
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