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摘要 在在某些条件下, 我们获得了 Lorentzian流形中紧致 spin类空超曲面 (无边或带

边) 的 Dirac-Witten 算子特征值的一个优化下界估计. 该估计依赖于超曲面的数量曲率、

平均曲率以及旋量诱导的能量动量张量. 在极限情形下, 我们发现类空超曲面或者是极大

的且具有正数量曲率的 Einstein 流形, 或者是具有非零常平均曲率的 Ricci 平坦流形.
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1 引言

过去 30 多年, 经典的 Dirac 算子得到了深入的研究. 由 Atiyah-Singer 指标定理, Dirac

算子的谱包含了流形几何和拓扑的微妙信息.这也是数学家对 Dirac算子进行系统研究的动

机之一.

另一方面, Witten 给出的正质量定理旋量的证明是使用了超曲面 Dirac 型算子 Dirac-

Witten算子的一个Weitzenböck型公式 [1, 2]. 边界上的积分项在无穷远处的极限给出了质量.

鉴于 Dirac-Witten 算子的重要性, 在主能量条件下, Hijazi 和 Zhang[3] 第一次给出了 Dirac-

Witten 算子特征值的一个优化下界. 该估计依赖于外围 Lorentzian 空间的能量动量张量和

特征旋量诱导的能量动量张量. 极限情形也讨论了一下. 在文献 [4]中, Zhang在修正能量条

件下证明了正质量定理. 因此,在修正能量条件下或其他合适的条件下考虑 Dirac-Witten 算

子特征值的下界估计是很自然的事情.

在文献 [5] 中, Baum 证明了任意类空超曲面上的旋量丛可以赋予正定的 Hermitian 度

量. 由此度量, 通过旋量 Gauss 公式和合适的修正联络, 度量的共形变换等技巧, 我们给出

了 Dirac-Witten算子特征值的一个优化下界. 该估计依赖于超曲面的平均曲率、数量曲率以

及旋量诱导的能量动量张量. 在某种局部边界条件下, 对于紧致带边类空超曲面来讲, 前面

的结论依然成立. 在最后一节, 作为我们定理的一个应用, 我们研究了 de Sitter 时空的类空

spin 超曲面的情形.

引用格式: 陈永发. Dirac-Witten 算子特征值的下界估计. 中国科学 A, 2009, 39(8): 1029–1038
Chen Y F. Lower bounds for eigenvalues of the Dirac-Witten operator. Sci China Ser A, 2009, 52, DOI:
10.1007/s11425-009-0180-x
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2 主要结果

设 (N, g̃) 为 n+ 1 维 Lorentzian流形, 满足下面 Einstein 场方程:

R̃ic − 1
2
R̃g̃ = T,

其中 R̃ic, R̃ 分别为 g̃ 的 Ricci曲率和数量曲率,T为能量动量张量. (M, g) ↪→ (N, g̃)为诱导的

类空 spin 超曲面. 若选取一正交标架 {eα}, e0 为类时向量. 则 T00 即为局部质量密度, T0i

为局部动量密度.

定义 1 我们称类空 spin 超曲面 (M, g) ↪→ (N, g̃) 满足 modified 能量条件, 若在 M 上

有 T00 � |∇H | − H2

2n .

注意到 weak 能量条件说的是 T00 � 0. 但是 modified 能量条件允许 T00 在 M 的某个

紧致集上为负. 当涉及到引力时, 这是很有意思的问题.

根据文献 [5], 在 M 上旋量丛 S 存在与联络 ∇̃ 相容的 Hermitian 内积 (·, ·). 对于 N 上

的余向量 X̃, 超曲面旋量 φ 和 ψ, 我们有

(X̃ · φ, ψ) = (φ, X̃ · ψ),

其中 “·” 记为 Clifford 乘积. 注意到此内积不是正定的. 进一步, M 上的旋量丛 S 存在一正

定 Hermitian 内积, 定义如下

〈·, ·〉 = (e0·, ·).

很明显, 〈e0 · φ, ψ〉 = 〈φ, e0 · ψ〉 以及对于 M 上的任意余向量 X , 〈X · φ, ψ〉 = −〈φ,X · ψ〉.
固定点 p ∈ M 和一正交标架 {eα}, 其中 e0 为法方向, ei 切于 M 满足 (∇iej)p = 0 和

(∇̃0ej)p = 0. 令 {eα} 为对偶基, 则

(∇̃ie
j)p = −hije

0, (∇̃ie
0)p = −hije

j,

其中 hij = 〈∇̃ie0, ej〉, 1 � i, j � n, 是第二基本形式的分量. 在 S 上, 两个联络有下面的关系:

∇̃i = ∇i +
1
2
hije

0 · ej .

这一事实意味着联络 ∇ 与正定内积 〈·, ·〉 相容且有 ∇i(e0 · φ) = e0 · ∇iφ.

在 M 的正交标架 {ei} 下, M 的基本 Dirac 算子和 Dirac-Witten 算子分别定义如下:

D = ei · ∇i, D̃ = ei · ∇̃i.

我们有

D̃ = D +
H

2
e0

和 Weitzenböck 型公式

D̃2 = ∇∗∇ +
1
4
(R+H2) − 1

2
∇iHe

0 · ei

以及其积分形式∫
M

|∇φ|2 +
〈
φ,

1
4
R̂ · φ

〉
− |D̃φ|2 =

1
2

∫
∂M

(〈φ, [ei, ej] · ∇jφ〉 −H〈φ, e0 · ei · φ〉) ∗ ei,

其中 R为M 的数量曲率, H 为平均曲率, R̂ ≡ R+H2−2∇iHe
0 ·ei·, [ei, ej ]· = ei ·ej ·−ej ·ei · .

由 Gauss 方程, 有

T00 =
1
2

(
R+H2 −

∑
h2

ij

)
.
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很明显,
∑
h2

ij � H2

n . 因此 modified 能量条件意味着

R +H2 − 2|∇H | � 0.

在此条件下, 由 Weitzenböck 型公式可得紧致类空 spin 超曲面的 Dirac-Witten 算子的任何

非零特征值应该满足下面估计

λ2 � 1
4

inf
M
Ř,

其中我们记 Ř 为 R+H2 − 2|∇H |.
现在我们采用 Friedrich[6] 的技巧在更弱的条件下对特征值进行估计, 所得到的结果推

广了 Friedrich不等式, 并且得到的极限情形有着很好的几何刻画.

定理 1 设 (N, g̃)是 n+ 1 维 Lorentzian流形. M 为 (N, g̃)中的紧致无边的 spin类空

超曲面, 且满足条件 nŘ > −H2. 记 λ 为 Dirac-Witten 算子 D̃ 的非零特征值, 则有下面估

计:

λ2 � 1
4(n− 1)2

inf
M

(√
n(n− 1)Ř+ nH2 − |H |

)2

.

若等式成立, 则 M 必具有常平均曲率和常 Ricci 曲率. 事实上只有下列两种情形出现:

(i) M 是具有正数量曲率的 Einstein 流形;

(ii) M 是具有非零常平均曲率的 Ricci 平坦流形.

证明 定义一个新的联络 ∇̂,

∇̂i := ∇i +
bH

2
e0 · ei + λaei,

其中 a, b 为待定的实值的光滑函数. 则对于特征旋量 φ, 有

|∇̂φ|2 = |∇φ|2 +
1
4
nb2H2|φ|2 + na2|D̃φ|2

+bH〈e0 ·Dφ, φ〉 − 2a〈Dφ, D̃φ〉 − nabH〈e0 · φ, D̃φ〉
= |∇φ|2 + (a+ b− nab)H〈e0 ·Dφ, φ〉

+(na2 − 2a)|D̃φ|2 +
H2

4
(2a+ nb2 − 2nab)|φ|2.

因此由 Weitzenböck 型公式

∫
M

|D̃φ|2 =
∫

M

|∇φ|2 +
〈
φ,
R̂

4
· φ

〉
,

令 a+ b− nab = 0, 其中

(na− 1)2 =
(n− 1)|H |√

n(n− 1)Ř+ nH2 − |H |
,

就可得到∫
M

|∇̂φ|2 �
∫

M

(1 + na2 − 2a)
[
λ2 − 1

4(n− 1)2
(√

n(n− 1)Ř+ nH2 − |H |)2
]
|φ|2,

从而得到了我们的估计.

若 λ2 取到最小值, 则 ∇̂φ = 0,∫
M

〈
φ, R̂ · φ〉

=
∫

M

Ř|φ|2,
以及 √

n(n− 1)Ř+ nH2 − |H |
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恒为常数.

首先, ∇̂φ = 0 意味着 φ 满足下面过定方程

∇iφ = −λaei · φ− bH

2
e0 · ei · φ,

其中 a+ b− nab = 0, a = a(R,H) 定义如上.

则我们不难计算:

∇̃iφ =
(
∇i +

1
2
hije

0 · ej

)
· φ. = −λaei · φ− bH

2
e0 · ei · φ+

1
2
hije

0 · ej · φ,

D̃φ = ei · ∇̃iφ = naλφ+
H

2
(1 − nb)e0 · φ,

∇j∇iφ = −λaje
i · φ− λaei · ∇jφ−∇j

(
bH

2

)
e0 · ei · φ− bH

2
e0 · ei · ∇jφ

= −λaje
i · φ−∇j

(
bH

2

)
e0 · ei · φ+

(
a2λ2 − b2H2

4

)
ei · ej · φ.

因此,
R

2
φ= ei · ej(∇i∇j −∇j∇i)φ

= 2(n− 1)λ∇a · φ− (n− 1)∇(bH) · e0 · φ+ 2n(n− 1)
(
λ2a2 − b2

4
H2

)
φ

和

H(1 − nb)e0 · φ = 2(1 − na)λφ.

由 a, b 的定义和
√
n(n− 1)Ř+ nH2 − |H | 恒为常数, 可知

H∇b = −nb− 1
2n

∇H, H∇a =
na− 1

2n
∇H.

因此我们得到
R

2
φ = −2(n− 1)(na− 1)2λ

nH
∇H · φ+ 2n(n− 1)

(
λ2a2 − b2

4
H2

)
φ.

上面等式与 φ 做内积, 再比较两边的实部, 可以推出 ∇H = 0 和
R

2
= 2n(n− 1)

(
λ2a2 − b2

4
H2

)
.

同时注意到

b2

4
H2 =

b2

4

(na− 1)4
(√

n(n− 1)Ř+ nH2 − |H |)2

(n− 1)2

=
(

a

na− 1

)2

(na− 1)4λ2 = λ2a2(na− 1)2,

因此我们得到了如下恒等式

R = 4(n− 1)(2 − na)n2a3λ2.

另一方面, 由 H(1 − nb)e0 · φ = 2(1 − na)λφ, 我们有

∇iφ = −λaei · φ− bH

2
e0 · ei · φ =

(
− a+ b

1 − na

1 − nb

)
λei · φ = −(2a− na2)λei · φ,

这也能说明 a是常数以及表明了限制 φ|M 是实 Killing旋量, Killing数为 (2a−na2)λ, M 是

具有正数量曲率的 Einstein 流形:

R = 4n(n− 1)(na2 − 2a)2λ2.
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联合这两个恒等式, 我们容易看出 a 	= 0, 2
n , 则 a = 1

n 以及

λ2 ≡ n

4(n− 1)
R.

最后若 a = 0, 2
n , 则 ∇iφ = −(na2 − 2a)λei · φ = 0. 因此类空超曲面 M 是 Ricci 平坦的

(参见文献 [7]) 以及

λ2 ≡ 1
4(n− 1)2

(√
n(n− 1)Ř+ nH2 − |H |

)2

≡ H2

4
.

定理证毕.

给定一个旋量 φ, 我们可以定义相应的旋量的能量动量张量 Qφ 如下:

(Qφ)ij =
1
2
Re

〈
ei · ∇jφ+ ej · ∇iφ, φ/|φ|2

〉
.

该张量出现于用来描述 spin 1/2 的粒子和引力场之间的相互作用的 Einstein-Dirac 方程中.

1992 年, Hijazi 用该张量推广了著名的 Friedrich 不等式 (参见文献 [7]). 现在我们用此张量

来估计 Dirac-Witten 算子的特征值下界.

定理 2 设 λ是一个非零的 Dirac-Witten算子特征值,其对应的特征旋量为 φ, 若超曲

面满足条件 n(Ř+ 4|Q̃|2) > −|H |2, 其中 Q̃ij ≡ Qij − 1
n tr(Q)δij . 则有

λ2 � 1
4(n− 1)2

inf
M

(√
n(n− 1)(Ř+ 4|Q̃|2) + nH2 − |H |)2

,

其中 Q̃ij ≡ Qij − 1
n tr(Q)δij .若上式等号成立, 则 M 必具有常平均曲率和常 R+ 4|Q̃|2. 事实

上, 极限情形只有下面两种情形:

(i) H = 0, λ2 ≡ n
4(n−1) (R + 4|Q̃|2),

(ii) R = −4|Q̃|2, λ2 ≡ H2

4 .

证明 定义下面修正的联络 ∇̂Q 如下:

∇̂Q
i = ∇i + λaei +

bH

2
e0 · ei + Q̃ije

j,

其中 Q̃ij ≡ Qij − 1
n tr(Q)δij . 则对应特征旋量 φ, 有

|∇̂Qφ|2 = |∇φ|2 + (a+ b− nab)H〈e0 ·Dφ, φ〉 + (na2 − 2a)|D̃φ|2

+
H2

4
(2a+ nb2 − 2nab)|φ|2 + |Q̃|2|φ|2 + 2Re〈∇iφ, Q̃ije

j · φ〉

+ 2Re〈λaei · φ, Q̃ije
j · φ〉 + 2Re

〈
bH

2
e0 · ei · φ, Q̃ije

j · φ
〉

= |∇φ|2 + (a+ b− nab)H〈e0 ·Dφ, φ〉 + (na2 − 2a)|D̃φ|2

+
H2

4
(2a+ nb2 − 2nab)|φ|2 − |Q̃|2|φ|2.

这次, 我们仅需要令 a+ b− nab = 0, 其中

(na− 1)2 =
(n− 1)|H |√

n(n− 1)(Ř+ 4|Q̃|2) + nH2 − |H |
.

现在我们讨论极限情形. 若 λ2 取到等号, 则 ∇̂Q
i φ = 0,∫

M

(|∇H ||φ|2 − 〈φ, e0 · ∇H · φ〉) = 0

且 √
n(n− 1)(Ř+ 4|Q̃|2) + nH2 − |H |
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恒为常数.

我们可以类似地计算

H(1 − nb)e0 · φ = 2(1 − na)λφ,

H∇b = −nb− 1
2n

∇H, H∇a =
na− 1

2n
∇H,

∇j∇iφ = ∇j

[(
− λaei − bH

2
e0 · ei − Q̃ike

k

)
φ

]

= −λaje
i · φ− λaei∇jφ−∇j

(
bH

2

)
e0 · ei · φ− bH

2
e0 · ei · ∇jφ

− (Q̃ik)je
k · φ− Q̃ike

k · ∇jφ

= −λaje
i · φ−∇j

(
bH

2

)
e0 · ei · φ+

(
a2λ2 − b2H2

4

)
ei · ej · φ

− (Q̃ik)je
k · φ+ λa(Q̃jke

i · ek − Q̃ike
j · ek − 2Q̃ij)φ

+
bH

2
(Q̃jke

i · ek + Q̃ike
j · ek + 2Q̃ij)e0 · φ+ Q̃ikQ̃jle

k · el · φ.
因此

R

2
φ =ei · ej(∇i∇j −∇j∇i)φ

=2(n− 1)λ∇a · φ− (n− 1)∇(bH) · e0 · φ+
[
2n(n− 1)

(
λ2a2 − b2

4
H2

)
− 2|Q̃|2

]
φ

+ λaei · ej[(Q̃ike
j · ek − Q̃jke

i · ek) − (Q̃jke
i · ek − Q̃ike

j · ek)] · φ
+ ei · ej [−(Q̃jk)ie

k + (Q̃ik)je
k] · φ,

其中容易看出

−ei(Q̃jk)ie
j · ek · φ = 0, (Q̃ik)je

i · ej · ek · φ = −2(Q̃ik)ie
k · φ.

于是和上一个定理的证明一样, 我们能得到
R

2
φ = − 2(n− 1)(na− 1)λ

n(nb− 1)H
∇H · φ− 2(Q̃ik)ie

k · φ

+
[
2n(n− 1)

(
λ2a2 − b2

4
H2

)
− 2|Q̃|2

]
φ.

但是 ∫
M

|∇H ||φ|2 = −
∫

M

〈φ,∇H · e0 · φ〉 = −
∫

M

Re
〈
φ,∇H · 2λ(1 − na)

H(1 − nb)
φ

〉
= 0,

这意味着

∇H = 0.

因此与 φ 做内积, 比较两边的实部, 可得
R

2
= 2n(n− 1)

(
λ2a2 − b2

4
H2

)
− 2|Q̃|2 = 2(n− 1)(2 − na)n2a3λ2 − 2|Q̃|2,

即

R+ 4|Q̃|2 = 4(n− 1)(2 − na)n2a3λ2.

另一方面, 注意到在极限情形时,

∇iφ = −λaei · φ− bH

2
e0 · ei · φ− Q̃ije

j · φ = −(2a− na2)λei · φ− Q̃ije
j · φ = −Lije

j · φ,
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其中

Lij ≡ (2a− na2)λδij + Q̃ij .

因此由文献 [7] 中命题 14,有

(trL)2 =
R

4
+ |L|2.

这告之我们

R + 4|Q̃|2 = 4(n2 − n)(2a− na2)2λ2 � 0.

联合这两个恒等式可以看出若 a 	= 0, 2
n , 则 a = 1

n 以及

λ2 ≡ n

4(n− 1)

(
R + 4|Q̃|2

)
.

若 a = 0, 2
n , 则

R = −4|Q̃|2, λ2 ≡ H2

4
.

定理证毕.

注 1 事实上, 由 ∇iφ = −Lije
j · φ 以及 Qij 的定义, 易知 Lij = Qij . 我们称这样的旋

量场为 EM- 旋量. 进一步, 因为 trQ = (2 − na)naλ 也是常数, φ|M 也称 T -Killing旋量 [8].

注 2 在定理 2 中, 若 λ2 取到等式时, 我们不难看出 divQ̃ik=0. 但由文献 [7] 的命题

14 和常数 trQ, divQ̃ik = 0 等价于 R+ 4|Q̃|2 是常数.

注 3 在定理 1 中, 若 λ2 取到等式, 则由 ∇̂φ = 0 我们知

(Qφ)ij =
(
λa− bH

2
〈e0 · φ, φ/|φ|2〉

)
δij = a(2 − na)λδij ,

其中 a = 1
n ,

2
n 或 0. 因此 Q̃ij = 0.

任意给定 N 上的实值光滑函数 u, 我们考虑共形度量 ¯̃g = e2ug̃. 令 Gu 为 SOg̃N 到

SO¯̃gN 之间的等距映射. 等距 Gu 诱导了 Spinn 主丛, Sping̃N 与 Spin¯̃gN
N 以及它们的超平

面旋量丛 S 与 S̄(≡ GuS) 之间的等距. 给定两个截面 φ, ψ ∈ Γ(S), 记 φ̄ = Guφ, ψ̄ = Guψ, 则

〈φ, ψ〉g̃ = 〈φ̄, ψ̄〉¯̃g .
而 S̄ 上的 Clifford 乘积定义如下

eα ·̄φ̄ := eα · φ.

注意到度量 ḡN 限制在 M 上就得到了 M 上的一个共形度量. 令 N 上的正则共形类为

U = {u ∈ C∞(N), du(e0)|M = 0}.
关于此正则共形类, 若 U 非空, 类似于文献 [9], Dirac-Witten 算子的共形变换是

¯̃
D

(
e−

n−1
2 uφ) = e−

n+1
2 uD̃φ.

类似于文献 [9], 我们能得到

定理 3 条件如同定理 1, 设 λ 为 Dirac-Witten 算子的非零特征值, 则

λ2 � 1
4(n− 1)2

sup
u

inf
M

(√
n(n− 1)Ře2u + nH2 − |H |

)2

,

其中 Ř = R̄+ H̄2 − 2|∇̄H̄ |ḡ. 若 λ2 取到等号, 则 (M, g) 是 Einstein 流形.
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定理 4 条件如同定理 2, 设 λ 为 Dirac-Witten 算子的非零特征值, 则

λ2 � 1
4(n− 1)2

sup
u

inf
M

(√
n(n− 1)(Ře2u + 4|Q̃|2) + nH2 − |H |)2

,

其中 Q̃ij ≡ Qij − 1
n tr(Q)δij .

3 紧致带边的类空超曲面

假设M 有非空边界 ∂M 并且 ∂M 具有诱导的 Riemannian和 spin结构. 令 ∇∂M 是 ∂M

上的 Levi-civita联络并用相同的记号表示为它们在旋量丛 S的提升. 固定点 q ∈ ∂M 和 TqM

的一正交标架, 其中 er 为 ∂M 的外法方向, ea 切于 ∂M 满足 1 � a, b � n− 1, (∇∂M
a eb)q =

0, (∇ereb)q = 0. 令 {er, ea} 为其对偶标架. 则

(∇ae
b)q = −h∂M

ab er, (∇ae
r)q = h∂M

ab eb,

其中 h∂M
ab = 〈∇aer, eb〉 为第二基本形式在 q 点的分量, 同时有

∇a = ∇∂M
a +

1
2
h∂M

ab er · eb·
令 H∂M =

∑
h∂M

aa 为 ∂M 的平均曲率, D∂M = ea · ∇∂M
a 记为 ∂M 内蕴的 Dirac 算子. 则

er ·D∂M 与度量 〈·, ·〉 也相容. 进一步,

∇∂M
a (er · φ) = er · ∇∂M

a φ, D∂M (er · φ) = −er ·D∂Mφ.

于是在带边的情形下, Weitzenböck 型公式变为∫
M

|∇φ|2 +
1
4
〈φ, R̂ · φ〉 − |D̃φ|2 =

1
2

∫
∂M

(〈φ, [er , ea] · ∇aφ〉 −H〈φ, e0 · er · φ〉) ∗ er,

其中 “∗” 为 M 的星算子.

因为 ∇a = ∇∂M
a + 1

2h
∂M
ab er · eb·, 我们可得∫

M

|∇φ|2 +
1
4
〈φ, R̂ · φ〉 − |D̃φ|2 =

∫
∂M

(〈
φ, er ·D∂Mφ

〉 − 1
2
H∂M |φ|2 −H

〈
φ, e0 · er · φ〉) ∗ er.

为使得算子 D̃ 是形式自伴的, 我们考虑下面局部边界条件

φ = ±er · e0 · φ.
于是不难知道 〈φ, er ·D∂Mφ〉 = 0, 因此我们获得下面公式∫

M

|D̃φ|2 =
∫

M

(
|∇φ|2 +

1
4
〈φ, R̂ · φ〉

)
+

∫
∂M

(1
2
H∂M ∓H

)
|φ|2 ∗ er.

定理 5 若 λ 是一个非零的 Dirac-Witten 算子特征值, 条件与定理 1 一样. 若在边界

∂M 上满足不等式 1
2H

∂M ∓H � 0, 则在局部边界条件下, 我们有估计

λ2 � 1
4(n− 1)2

inf
M

(√
n(n− 1)Ř+ nH2 − |H |)2

.

若等式成立, 则 M 必具有常平均曲率和常 Ricci 曲率, 1
2H

∂M ∓H = 0. 事实上只有下列两

种情形出现:

(i) M 是具有正数量曲率的 Einstein 流形, 此时 λ2 ≡ n
4(n−1)R;

(ii) M 是具有非零常平均曲率的 Ricci 平坦流形.

定理 6 条件与定理 2 一样, 若 λ 是一个非零的 Dirac-Witten 算子特征值. 若在边界

∂M 上满足不等式 1
2H

∂M ∓H � 0, 则在局部边界条件下, 我们有估计

λ2 � 1
4(n− 1)2

inf
M

(√
n(n− 1)(Ř+ 4|Q̃|2) + nH2 − |H |)2
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若 λ2 取到等号, 则 M 必具有常平均曲率和常 R+ 4|Q̃|2, 1
2H

∂M ∓H = 0.事实上, 极限情形

只有下面两种情形:

(i) H = 0, R > 0, λ2 ≡ n
4(n−1) (R+ 4|Q̃|2);

(ii) R = −4|Q̃|2, λ2 ≡ H2

4 .

4 例子

下面我们具体来看一个例子. 设 (M, g̃) 是这样一类的 Lorentzian流形:

g̃ = −a2(t, x)dt2 + gij(t, x)dxidxj ,

其中 a > 0, 1 � i, j � n. 则 t-slice 具有 gij = g̃ij . 因为

∇̃ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γ̃α

ij

∂

∂xα
,

从运动公式易知, 关于单位法向量的第二基本形式为

hij = h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= aΓ̃0

ij =
1
2a
∂tgij .

特别地, 我们对具有正宇宙常数 Λ = 3
κ2 > 0 的 de Sitter 时空更感兴趣. 即, R1,4 的超曲面

(M, g), 其中

g̃dS = −dt2 + κ2 cosh2 t

κ
(dr2 + sin2 r(dθ2 + sin2 θdψ2)).

(实验表明我们的宇宙有正宇宙常数). 每个 t-slice是 3维球面,很明显它是紧致的, 类空 spin

超曲面. 令 (t, r, θ, ψ) = (x0, x1, x2, x3), gij = g( ∂
∂xi ,

∂
∂xj ), hij = h( ∂

∂xi ,
∂

∂xj ), 1 � i, j � 3.对于

每个固定的 t-slice, 其平均曲率

H =
1
2
gij∂tgij =

3
κ
th
t

κ
,

Rijkl = −κ2 cosh2 t
κgiigjj(δjlδik − δilδjk), 其数量曲率

R =
24

κ2(e
t
κ + e−

t
κ )2

( > 0).

根据定理 1, 我们知道对于任意 t, 第一个非零特征值 λ 满足估计

λ2 � 1
16

(
√

6R+ 9H2 − |H |)2 =
9

16κ2(e
t
κ + e−

t
κ )2

(√
16 + 9(e

t
κ − e−

t
κ )2 − |e t

κ − e−
t
κ |

)2

,

等号成立当且仅当 H = 0, 即 t=0. 与此同时, 我们还有实 Killing 旋量, 满足以下实 Killing

方程 ∇dS
X φ+ 1

2κX · φ = 0. 通过此方程, 我们即得特征值

D̃φ = ei · ∇dS
ei
φ =

3
2κ
φ.

因此我们知道, 对于 t = 0 的 slice, λ = 3
2κ 是最小特征值, 这个特征旋量是 Killing 旋量.
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