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有限磁场作用下等离子体背景中的
切伦可夫不稳定性研究
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　　摘 　要 :　较高密度的相对论电子束注入等离子体中将会形成离子通道 ,在考虑了离子通道的影响下 ,推

导出圆柱波导中更普遍的色散方程 ,并计算出考虑离子通道和不考虑离子通道效应时的色散关系及电磁波的

增长率。
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　　在八十年代末期 ,随着微波器件向更高功率和频率的发展 ,人们把研究的热点转向了相对论电子束与等离
子体的相互作用 ,以获得强烈的电磁辐射[1 ,2 ] ,包括高功率等离子体微波器件和高功率的激光器件。这样等离
子体就存在于这些器件中 ,它不仅参与整个相互作用过程 ,而且还成为电子束高效传输的通道 ,人们把这种通
道称为等离子体通道[3 ] 。它可以通过两种方式形成 :直接由外部注入等离子体 ,或者充入一定压力的气体 ,再
利用高速电子束的前端或强激光使气体电离形成系统内的等离子体。当电子束穿过等离子体时又产生了所谓
的离子通道[4 ,5 ] 。这是一个正离子背景通道 ,是由电子束的头部将等离子体电子排除或部分排除后获得的一

个由相对静止的离子构成的区域 ,其半径为[6 ] R i = R b nb/ np , R b 是电子束半径 , nb 和 np 分别是电子和等
离子体密度。而在该通道外仍为等离子体通道。电子束能顺利和高效地传输 ,起本质作用的是离子通道而非
等离子体通道。因为该通道能提供一个正电荷的背景 ,使电子束的空间电荷被有效地中和而聚束传输并顺利
通过注2波互作用空间。
　　在本文中 ,所研究的系统是有限磁场作用下的等离子体填充的圆柱介质波导 ,为处理问题的方便 ,在考虑
离子通道的时候 ,不考虑通道的振荡 ,且离子通道内残留的等离子体电子较少 ,几乎是一纯正离子的背景通道。

1 　磁化等离子体填充介质波导中的电磁波传播理论

Fig. 1 　Cross section of plasma2filled cylindrical waveguide

图 1 　等离子体填充光滑波导系统的横截面示意图

　　本文所研究的系统结构如图 1 所示 ,在圆柱体

介质波导的中心处通过一半径为 R b 的实心电子

注 ,其初速度为 v = v0 ez ,沿波导的中心轴线方向加

一引导磁场 B 0 ,电子束穿过等离子体后形成如图所

示的离子通道 (区域 Ⅱ) 。图中 , R i 是离子通道半

径 , Rp 是填充的等离子体的半径 , Rc 是介质波导的

半径。区域 Ⅰ表示实心电子注内的区域 (0 < r <

R b) , 区域 Ⅱ表示离子通道区域 ( R b < r < R i) ,区域

Ⅲ表示等离子体里面的区域 ( R i < r < Rp) ,区域 Ⅳ

表示介质区域 ( Rp < r < Rc) 。

　　磁化等离子体介电张量为

[ε] = ε0

ε1 jε2 0

- jε2 ε1 0

0 0 ε3

, 　ε1 = 1 - ω2
p/ (ω2 - ω2

c) , 　ε2 = - ω2
pωc/ [ω(ω2 - ω2

c) ] , 　ε3 = 1 - ω2
p/ω2 (1)
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式中 :ωp = ( N p e2/ m 0ε0) 1/ 2是电子等离子体频率 ;ωc = eB 0/ m 0 是电子回旋频率 ;ω为电磁波的角频率 ; e 为电

子的电量 ;j 为单位虚数 ; m 0 是电子质量 ; N p 为电子的密度 ; B 0 为纵向磁场的大小 ;ε0 为自由空间的介电常

数。

　　假定等离子体波导中波的传播因子为 exp{jωt - j kz } ,从麦克斯韦方程组可得[1 ,2 ]

¨2
⊥ Ez + a Ez = bHz + jωμ0 J z -

j kz

ε0ε1
ρ

¨2
⊥ Hz + cHz = d Ez - ( ¨ ×J ) -

ωε2

ε0
ρ

(2)

式中[1 ,7 ] : ¨2
⊥= ¨2 - 52/ 5 z 2 ; k2 = ω2/ c2 ; a = ( k2ε1 - k2

z )ε3/ε1 ; b = j kzωμ0ε2/ε1 ; c = - k2
z + k2 (ε2

1 -

ε2
2) /ε1 ; d = - j kzωε0ε2ε3/ε1 。

　　从 (2)式可看到 TM 模和 TE 模耦合在一起而不能单独存在 ,也就是耦合为 EH 模或 HE 模。J z 和ρ分别

是电子注电流密度和电荷密度 ,它们都可根据电子运动方程和连续方程用 Ez 分量表示为

J z = -
jωε0ω

2
b

γ3
0 (ω - kz v0) 2 Ez , 　　ρ = kzJ z /ω (3)

式中 : ωb = ( N b e2/ m 0ε0) 1/ 2是电子注电子频率 ; v0 是电子注 z 轴方向的速度。由式 (2)和 (3)可得 :

　　( Ⅰ)电子注区域 (| r| ≤R b)

¨2
⊥ Ez + a′Ez = bHz

¨2
⊥ Hz + cHz = d′Ez

(4)

式中 : a′=
k2ε1 - k2

z

ε1
[ε3 -

ω2
b

γ3
0 (ω- kz v0) 2 ] ; d′= - j kzωε2 [ε0ε3/ε1 -

ω2
b

γ3
0 (ω- kz v0) 2 ]。

　　在 (4)式中我们忽略了电子注的横向扰动 ,而对称模式可以得到

Ez = A 1J 0 ( q1 r) + A 2J 0 ( q2 r)

Hz = A 1 H1J 0 ( q1 r) + A 2 H2J 0 ( q2 r)
(5)

式中 q2
1 ,2 =

1
2

{ ( a′+ c) ±[ ( a′+ c) 2 - 4 ( a′c - bd′) ]1/ 2} , 　H1 ,2 = ( a′- q2
1 ,2) / b (6)

　　 ( Ⅱ)离子通道区域 ( R b < | r| ≤R i) ,因为是纯的正离子通道 ,此区域内无等离子体电子存在 ,所以

Ez = A 3J 0 ( kc r) + A 4N0 ( kc r)

Hz = A 5J 0 ( kc r) + A 6N0 ( kc r)
(7)

式中 : k2
c = k2 - k2

z 。

　　( Ⅲ)等离子体区域 ( R i < | r| ≤Rc)

¨2
⊥ Ez + a Ez = bHz

¨2
⊥ Hz + cHz = d Ez

(8)

求解式 (8)得

Ez = B 1J 0 ( p1 r) + C1N0 ( p1 r) + B 2J 0 ( p2 r) + C2N0 ( p2 r)

Hz = [ B 1J 0 ( p1 r) + C1N0 ( p1 r) ] h1 + [ B 2J 0 ( p2 r) + C2N0 ( p2 r) ] h2

(9)

p1 ,2和 h1 ,2与式 (6)很相似 ,只需用 a 和 d 替换其中的 a′和 d′即可。

　　( Ⅳ)介质区域 ( Rp < | r| ≤Rc)

Ez = A 11J 0 ( pr) + A 12N0 ( pr)

Hz = A 13J 0 ( pr) + A 14N0 ( pr)
(10)

式中 : p2 =γ2 + k2εd ,εd 为介质的相对介电常数。

　　在式 (5)～式 (10)中 J 0 ( pr) 和 N0 ( pr) 分别是零阶贝塞尔函数和诺伊曼函数 ,各区域中的 Eθ和 Hθ见文献

[7 ]。

2 　色散方程
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2 . 1 　“热”色散方程

　　根据文献[1 ,2 ,7 ,8 ]有电子注时的色散方程为

ε3 ( k2
z - k2

z0) PE + jωμ0ε2 ( kz - kz0) PHE = ω2
b (ε1 k2 - k2

z ) (ω - kz v z ) - 2 PE (11)

其中参数 PE = κEz E 3
z0d s ≈ κEz0 E 3

z0d s , PHE = κHz E 3
z0d s ≈ κHz0 E 3

z0d s 。而归一化的波的增长率为

Ge = Im (ωRc/ c) (12)

式 (11)是一个包含复数ω和 kz 的“热”色散方程 ,而ω的虚部即为波的增长率 ,但要得到 kz 和ω色散关系以

及波的增长率 ,需要先求得 kz0 , PHE和 PE 等 ,因此得先求解“冷”色散方程。

2 . 2 　“冷”色散方程

　　式 (5)～ (10)中各区域的场分量须满足以下的边界条件 :

　　( Ⅰ)在| r| = R b 处 , E Ⅰ
z = E Ⅱ

z , 　E Ⅰ
θ = E Ⅱ

θ , 　H Ⅰ
z = H Ⅱ

z , 　H Ⅰ
θ = H Ⅱ

θ ;

　　( Ⅱ)在| r| = R i 处 , E Ⅱ
z = E Ⅲ

z , 　E Ⅱ
θ = E Ⅲ

θ , 　H Ⅱ
z = H Ⅲ

z , 　H Ⅱ
θ = H Ⅲ

θ ;

　　( Ⅲ)在| r| = Rp 处 , E Ⅳ
z = E Ⅲ

z , 　E Ⅳ
θ = E Ⅲ

θ , 　H Ⅳ
z = H Ⅲ

z , 　H Ⅳ
θ = H Ⅲ

θ ;

　　( Ⅳ)在| r| = Rc 处 , E Ⅳ
z = 0 , 　E Ⅳ

θ = 0。

　　利用 (5)～ (10)式以及上面的边界条件可得到考虑了离子通道的“冷”色散方程为

Δ =

a1 ,1 a1 ,2 ⋯ a1 ,14

a2 ,1 a2 ,2 ⋯ a2 ,14

… … … …

a14 ,1 a14 ,2 ⋯ a14 ,14

= 0 (13)

式中系数见文献[7 ] ,系数中包含 kz0和ω,因此 (13) 式即是 kz0和ω的色散关系。

3 　数值计算
3 . 1 　“冷”色散关系

　　我们利用式 (13)进行了计算 ,得到了无电子注时的色散曲线 ,和不考虑离子通道的情况进行了对比 ,如图

2 和图 3。计算中所使用的参数是 : B 0 = 0. 5 T ,等离子体的密度为 np = 4 ×1011cm - 3 ,等离子体的半径为 Rp =

15mm ,电子注的半径为 R b = 3mm ,介质波导的半径为 Rc = 18mm ,介质的介电常数为εd = 10. 0 ,而离子通道

的半径因电子注的密度和半径而发生变化 ,由于本例中所采用的电压和电流分别为 V 0 = 400kV 和 I0 = 1kA ,

所以对应的离子通道的半径为 R i = R b nb/ np = 11055 Rb。

Fig. 2 　Dispersion curves for ion2channel

not being taken into account

图 2 　不考虑离子通道时的色散关系

Fig. 3 　Dispersion curves for ion2channel

being taken into account

图 3 　考虑离子通道时的色散关系

Fig. 4 　Wave growth rate Im(ωR c/ c)

vs wavenumber k zR c

图 4 　考虑离子通道和不考虑离子

通道情况下的波增长率

　　从图 2 和图 3 可以看出 ,考虑离子通道后各模式的色散曲线略有些下移 ,但不是特别的明显 ,尤其是本例

的离子通道半径仅为电子注半径的 1. 055 倍。

3 . 2 　切伦可夫不稳定性

　　由式 (12)计算出分别考虑离子通道和不考虑离子通道情况下各自的波的增长率 ,见图 4。可看出在两种

情况下的波增长率有明显的差异 ,考虑离子通道的情况下 ,带宽变小而波增长率却高许多 ,这相当于等离子体
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部分填充的情况 ,A 曲线是考虑离子通道的情况 ;而一般情况下若忽略离子通道 ,计算结果如曲线 B ,此时带宽

较宽而波的增长率较低。

　　接着我们分析了通道半径对色散关系和增益的影响 ,如图 5。从图中可以看到随着通道半径的增大 (本例

中是通过增大电子注的电流以增大电子注的密度从而达到增大通道半径的目的 : R i∝ I0 ) ,所研究的 EH01模

的频率有所下降。图中按 A ,B ,C ,D 的顺序通道的半径依次增大 (从 R i = 1. 055 R b 增大到 R i = 2. 110 R b) ,而

曲线有所下移。从图 6 可看到对于 TG模 ( EH01)而言 ,离子通道的增加 ,其增益和带宽都有一定的减小。

Fig. 5 　Dispersion relationship when radius of ion2channel increases

图 5 　离子通道半径增大时的色散关系

Fig. 6 　Growth rate curves when radius of ion2channel increases

图 6 　离子通道半径增大时的增益曲线

4 　结 　论
　　考虑离子通道后与不考虑离子通道情况相比 ,注2波互作用的频率略有下降而增益明显提高。而继续增大

离子通道时频率和波增长率都略有减小 ,这与实际情况更接近。
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Study of Cherenkov instabil ity for a plasma immersed

waveguide in a f inite magnetic f ield

L I Wei1 , 　XIE Hong2quan1 ,2 , 　WEI Yan2yu1 , 　L IU Sheng2gang1

(1. Institute of High Energy Elect ronics , U niversity of Elect ronics Science and Technology of China ,

Chengdu 610054 , China ;

2. College of M athem atics and Physics , Southwest U niversity of Science and Technology , Mianyang 621002 , China)

　　Abstract :　When an electron beam is injected into plasma , an ion2channel might form if the beam density is relatively high. A dis2
persion equation of a circular cylindrical waveguide with the ion2channel taken into account is given in this paper. The properties of dis2
persion and wave growth rates have also been discussed for two cases , one is that the ion2channel was taken into account , and the other

is that the ion2channel was neglected.

　　Key words :　a finite magnetic field ; 　ion2channel ; 　dispersion equation ; 　wave growth rate
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