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　　摘　要　采用 Sou thw ell 区域法波前重构模型对泽尼克多项式的前几项进行了波前重构

的数值模拟, 研究了由重构矩阵存储精度原因而引起的波前重构误差。结果表明, 对于前六项,

以 8B it 的数据精度来存储重构矩阵就能保证波前重构误差不超过 1. 0% , 而对于具有更高阶

的泽尼克多项式, 比 8B it 更高的数据精度不会使误差减小。对一个测量所得的波前进行了研

究, 所得结果和上述结论相符合。
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　　用自适应光学方法对畸变波前进行实时校正时, 波前重构是最重要的环节之一。根据不同

的波前测量方法, H udgin [ 1 ]、F ried [ 2 ]、Sou thw ell[ 3 ]等提出了各自的重构模型。虽然波前重构模

型各异, 但求解波前重构方程时都可以用矩阵运算的方式来表示, 其差别仅在于重构矩阵的大

小及其元素值的变化。因为实时波前重构需要在很短的时间内进行大量的计算, 在一般的微机

或通用计算器上难以实现, 并且由于重构运算绝大部分都是较简单的乘加运算, 一般都设计专

门的处理器, 以多路并行的方式来实现波前重构运算[ 4 ]。波前的最小二乘最小范数解可以降低

对校正系统动态范围等性能的要求[ 5 ] , 所以在实际系统中常常采用, 而满足最小二乘最小范数

解的波前重构矩阵是一个实数矩阵。若以浮点数的方式来存储这个波前重构矩阵, 将给专用处

理器的设计增加许多困难, 并会提高系统的成本和复杂程度, 增加处理时间。因此, 我们希望以

整数的方式来存储波前重构矩阵, 并且希望用尽量少的数据位来存储。由于波前重构矩阵数据

存储精度降低而引起的误差增大, 也就是舍入误差。我们对这种误差进行了研究。

1　基本理论和公式
　　波前测量方法是利用哈特曼 (H artm ann) 波前传感器, 同时获得子孔径内波前 X 、Y 向斜

率。较合理的波前重构模型是 Sou thw ell 波前重构模型, 如图 1 所示。图中,“→”表示测量所得

波前斜率的位置,“·”表示待估计的相位点。分别用 S
x、S

y 表示子孔径波前X 、Y 向斜率, Υ表

示子孔径的相位, 则该模型的基本重建公式是

(S x
i+ 1, j + S x

i, j ) ö2 = (Υi+ 1, j - Υi, j ) öh , 　　i = 1, 2, ⋯,N - 1; j = 1, 2, ⋯,N

(S y
1, j+ 1 + S y

i, j ) ö2 = (Υi, j+ 1 - Υi, j ) öh , 　　i = 1, 2, ⋯,N ; j = 1, 2, ⋯,N - 1

其中, h= d öN , d 是光孔径,N
2 是子孔径数。

　　该方程可以用矩阵D S = A 5 表示, 这里, S 是一个矢量, 包含了所有测量所得的波前斜率
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(共有 2N
2 个元素) ; 5 是包含N

2 个元素的波前相位矢量; D 和A 均是较大的矩阵。用A
T 表示

A 的转置矩阵, 通过方程A
T
D S = (A T

A ) 5 可以求得它的最小二乘解。

F ig. 1　Sou thw ell w avefron t

reconstruct ion model

图 1　绍契威尔区域法波前重构模型

　　如果仅仅通过波前斜率求解波前相位则方程的解不是唯

一的 (包含一个任意的整体平移量) , 而使整体平移量为零可

以降低对校正系统动态范围的要求, 故我们在上述方程中增

加一个约束条件, 使 2 Υij = 0, 将方程变为A
T
eD eS = (A T

eA e) 5。
该方程有唯一解, 且这个解就是方程的最小二乘最小范数解

5 = (A T
eA e) - 1A T

eD eS = M S (1)

　　方程 (1)是进行数值模拟的基本公式之一, 其中A e 和D e

分别是矩阵A 和D 的增广矩阵;M 就是波前重构矩阵。满足

最小二乘和最小范数解的波前重构矩阵M 是一个实数矩阵,

共有 2N
4 个元素。正如前面所述, 为了降低成本, 减小系统的

复杂性, 缩短处理时间, 在误差允许范围内我们将以尽量低的

数据精度来存储这个波前重构矩阵, 通过数值模拟来研究不

同数据精度下的波前重构精度。

　　由于泽尼克 (Zern ike) 多项式低阶项的象差意义明显, 故在光学领域常把扰动波前展开成

泽尼克多项式的形式。为了具有一般性, 这里以泽尼克多项式描述的波前来研究波前重构精

度。另外, 我们还对从实验室里采集的一个扰动波前进行了重构模拟。泽尼克多项式的前 10 项

及其像差意义为: Z 0 (x , y ) = 1 (整体相移) ; Z 1 (x , y ) = x (整体倾斜) ; Z 2 (x , y ) = y (整体倾斜) ;

Z 3 (x , y ) = 2x
2+ 2y

2- 1 (离焦) ; Z 4 (x , y ) = x
2- y

2 (像散) ; Z 5 (x , y ) = 2xy (像散) ; Z 6 (x , y ) = 3x

( x
2+ y

2) - 6x (彗差) ; Z 7 (x , y ) = 3y (x
2+ y

2) - 6y (彗差) ; Z 8 (x , y ) = x (x
2- 3y

2) ; Z 9 (x , y ) = y

(3x
2- y

2)。

2　模拟结果
2. 1　对泽尼克多项式的模拟结果

　　从空间各向同性的角度考虑, 泽尼克多项式的部分相邻项是等效的, 故我们选择 Z 1、Z 3、

Z 4、Z 5、Z 7 和 Z 9 等项来进行模拟研究。因为我们的哈特曼波前传感器是 10×10 子孔径阵列

的, 所以, 在模拟研究时也相应取N
2= 100。模拟计算时, 子孔径内的波前斜率由泽尼克多项式

的偏微分在子孔径内的面积分得到, 这样, 就得到了方程 (1)中的 S 向量。设通过 (1)式由波前

重构矩阵计算出来的子孔径相位为 Υi, j , 而由泽尼克多项式直接计算而得到的子孔径波前相位

用 Ωi, j表示, 那么, 波前重构的相对均方根误差 Ρ将由 (2)式求得

Ρ = (∑
N

i, j= 1

(Ωi, j - Υi, j ) 2öN 2) 1ö2ö(∑
N

i, j= 1

(Ωi, j - Ωθ2öN 2) 1ö2 (2)

∆ = m ax (ûΩi, j - Υi, j û ) öm ax (ûΩi, j - Ωθû ) (3)

式中, Ωθ 表示 Ωi, j的平均值。由于 Υi, j和波前重构矩阵的存储精度有关, 故相对均方根误差 Ρ也

随波前重构矩阵的存储精度的改变而变化。对于部分泽尼克多项式, 通过数值模拟, 我们得到

相对均方根误差 Ρ和波前重构矩阵存储精度的关系如图 2 所示。另外, 我们用 ∆表示最大相对

误差, 并通过 (3)式求取 ∆, 它和波前重构矩阵存储精度的关系如图 3 所示。图中的横坐标代表

波前重构矩阵的存储精度, 以B it 为单位。一个B it 就是二进制数的一位。当我们说以 8B it 数
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据精度存储波前重构矩阵时, 是指把波前重构矩阵的最大值放大到 8 位二进制数所能表示的

最大整数, 并把重构矩阵的其它元素也相应放大, 化为整数存储。图中的纵坐标代表相对误差。

F ig. 2　T he varia t ion of rm s erro r vs p recision of the reconstruct ion2m atrix.

T he left figu re show s resu lts abou t the first, fou rth, and seven th term

of Zern ike po lynom ials, the righ t show s the th ird, fifth, and n in th.

图 2　波前重构相对均方根误差 Ρ随重构矩阵存储精度的变化情况

左图是对泽尼克多项式第 1、4、7 项的模拟结果, 右图是对第 3、5、9 项的模拟结果

F ig. 3　T he varia t ion of m ax im um erro r vs p recision of the reconstruct ion2m atrix.

T he left figu re show s resu lts abou t the first, fou rth and seven th term s

of Zern ike po lynom ials, the righ t show s the th ird, fifth and n in th.

图 3　波前重构最大相对误差 ∆随重构矩阵存储精度的变化情况

左图是对泽尼克多项式第 1、4、7 项的模拟结果, 右图是对第 3、5、9 项的模拟结果

　　从图中可以看到, 对于泽尼克多项式的前六项, 以 8B it 的数据精度来存储波前重构矩阵

就能保证相对均方根误差 Ρ和最大相对误差 ∆均不超过 1. 0% ; 对于更高阶的泽尼克多项式,

比 8B it 更高的数据精度不会使误差减小。因为在波前重构过程中子孔径数是有限的, 对于 10

×10 阵列的子孔径, 即使取无穷大的数据精度, 对高阶像差的重构也会有 1% 以上的残差, 当

重构矩阵的存储精度达到 8B it 时, 重构误差的主要来源已经不是数据精度的原因, 而是重构

模式及其子孔径数多少的原因。

2. 2　对一个测量波前的模拟结果

　　通过哈特曼波前探测器, 我们获得了一个 10×10 的子孔径阵列的波前斜率, 得到了 (1)式

中的 S 向量。由于种种误差的存在, 不可能知道被测波前的实际形状。由于我们研究的是重构

矩阵存储精度对波前重构精度的影响, 所以可以首先用高精度的波前重构矩阵来进行波前重

构并把所得的波前作为被测波前的实际形状, 用它代替 (2)、(3)式中的 Ωi, j , 然后再以不同精度

的波前重构矩阵来对测量波前进行重构, 并用 Υi, j表示每个子孔径内的相位。这样就可以得到
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Ρ以及 ∆和波前重构矩阵存储精度的关系, 如图 4 所示。图中可以进一步看到, 比 8B it 更高的

数据精度不会使误差减小。图 5 给出了这个测量波前的三维视图。

F ig. 4　T he varia t ion of rm s and m ax im um erro rs vs p recision

of the reconstruct ion2m atrix abou t the m easuerd w avefron t

图 4　对一个测量波前进行重构时均方根误差以及

　　　最大误差随重构矩阵存储精度的变化情况

F ig. 5　T he m easu red w avefron t

图 5　测量所得波前形状的三维视图

3　结　论
　　对于 10×10 子孔径阵列的波前重构, 可以用 8B it 的数据精度来存储波前重构矩阵。因为

在计算机领域“字节”是最基本的数据类型之一, 所以可以降低波前校正系统的复杂性, 进而降

低成本, 缩短处理时间。
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STUDY OF ERROR CAUSED BY

W AVEFRONT-RECONSTRUCT ION-M ATR IX PREC ISION

Zhang J iaru, Zhang Kai, Zhou Keen, and W an M in

Institu te of A pp lied E lectron ics, CA E P , P. O. B ox 527256, Cheng d u 610003

　　ABSTRACT　T he Sou thw ell zonalw avefron t reconstruct ion modelw as app lied to som e term s of Zern ike

po lynom ials by num eric sim u lat ion, and the erro r caused by data p recision of w avefron t2reconstruct ion2m a2
t rix is studied. T he relat ive erro rs do no t exceed 1. 0% befo re the six th term of Zern ike po lynom ialsw hen the

reconstruct ion2m atrix m emo rized in 8B it p recision, and mo re p recise data type can no t reduce the erro r abou t

the nex t several term s of Zern ike po lynom ials. A m easu red w avefron t is also studied, the resu lt com es to the

sam e.

　　KEY WORD S　w avefron t reconstruct ion, data p recision, reconstruct ion fidelity
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