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摘要!利用/012344展开 56470$839:6随机有限元法!对导热系数"换热系数"热流密度"环境温度以及

内热源等物理参数同时具有随机性的温度场问题进行了分析!给出了节点温度响应的均值"变异系数和

节点温度落在某一区间内的概率计算公式-通过算例考察了各随机变量的变异性大小对节点温度响应

的影响!并表明随着结构的自由度数目增大!文中方法呈现出计算效率高的优点-
关键词!/012344展开#56470$839:6法#随机有限元#随机温度场
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传统的温度场求解不考虑随机性因素的影响$将模型中的所有参数均视为确定性量来处理-但在实际的
传热过程中存在着有许多随机性因素$如换热的介质温度在某些不确定性因素!气压&湿度等"作用下往往表
现出随机性$且具有很大的变异性-正是由于这些参数随机性的客观存在$导致对温度场响应的影响不能予
以忽视-若在模型化过程中将结构中的诸参数视作随机变量$则原来的确定性结构就变成了含有随机参数的
随机结构’’(-目前$对随机结构分析的主要方法有%随机有限元法!=PB5"’!(&56470$839:6法&随机摄动法&
随机正交展开法等-近年来$对随机结构的静&动力学分析和可靠性优化等方面已取得了不少研究成果’<$(($
但大多数工作集中于结构力学问题$而对传热学中的随机热负荷和随机参数模型的研究工作较少’&(-文’#(
对计算机冷却过程的温度场利用随机有限元进行了分析-文’.(用O3I:69级数展开的思想$考虑了青藏铁路
在环境温度和冻土的热学参数具有随机性时的温度场-文’%(综合考虑了环境因素和混凝土热力学参数的随
机性$给出了可以反映材料参数随机性的基于随机场局部平均的温度场随机变分原理和随机有限元列式-
笔者针对结构传热过程中的导热系数&换热系数&热流密度&换热环境温度以及内热源等物理参数同时

具有随机性的情况$利用/012344展开 56470$839:6随机有限元法对随机温度场进行分析计算-
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8!确定性热传导有限元方程

三维稳态传热问题的微分控制方程为!,"

8 "!9#":!;"!9#"<!;"!9#"=$ %! ;>" ?"!& $’%
式中9为待求的温度场分布函数’8为结构的导热系数’>" 为内部的热源强度-
为确定方程$’%在最一般情况下的定解&这里同时给出了三类边界条件($’%指定边界温度9@’$!%已知

边界热流密度>’$<%已知与物体相接触的流体介质温度91 和换热系数A之间的关系-通过将求解区域离散
化&并利用S3:09TA4法推得各单元的有限元方程为!%"

!2"2 ?#2!& $!%
式中!2为单元热传导矩阵’"2为单元节点温度向量’#2为单元的等效右端项-各表达式如下(

!2 ?!28;!2A!&

#2 ?#2>";#
2
AB#2>B#2@!&

!28 ?#!2
$O!8$E!!& $<%

!2A ?#C2A
A%O%EC!& $(%

#2>" ?#!2
>"%OE!!& $&%

#2A ?#C2A
A%O91EC!& $#%

#2> ?#C2A
>%OEC!& $.%

#2@ ?!2@"2@!D $%%
以上各式的含义分别为(式$<%为单元热传导阵&式$(%为单元对流边界积分的热传导部分&式$&%为单元热源
积分&式$#%为单元对流边界积分的等效右端项部分&式$.%为单元热流边界积分的等效右端项&式$%%为指定
温度边界引起的等效右端项部分-其中!8 为单元的材料热传导参数阵’%是单元插值型函数’$为单元插值
型函数的导数阵’A为边界对流换热系数’91 为对流环境温度’>" 为热源’>为热流&其符号根据具体边界条
件确定(凡是热量从物体向外流出者>取正号);*&而热量向物体流入者>取负号)B*’"2@ 和!2@ 分别为指定
温度边界及其对应的单元热传导阵’上标2表示单元编号-
对所有单元方程$!%组集成整体有限元方程为

$
!

2?’
!$ %2 "? $

!

2?’
#$ %2 !& $,%

其中!为单元的总数&将式$,%简记为 !"?#!& $’"%

9!基于4-1.#""展开的 :("*-;<#0$(随机温度场分析

这里同时考虑物体的导热系数8+换热系数A+环境温度91+热流密度>以及内热源>"均具有随机性&并
可分别服从不同的分布概型D显见&由于这些参数的随机性将导致有限元方程$’"%中刚度阵!和右端的等
效荷载项#具有随机性&从而使待求解的温度场"也具有了随机性-
在 56470$839:6随机有限元法中&每次抽样都要进行一次有限元分析&每次单元分析中的刚度矩阵的分

解将占用大量的计算时间-为了解决矩阵分解或求逆的效率问题&!"世纪%"年代后期=?A46U1T3和

V323U3TA!’""将/012344展开与 56470$839:6有限元相结合&提出了精度+效率较高的 /012344展开

56470$839:6随机有限元$/58=PB5%-在/012344展开 56470$839:6随机有限元中&每次随机抽样&只需
一次形成刚度矩阵&进行前代+回代及矩阵的加法$减法%和乘法运算&可使随机有限元计算时间大为缩短-因
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此!/012344随机有限元在很多领域得到了应用"’’!’!#-
现将随机性方程$’"%中的随机刚度矩阵!分解为

!?!";!!!! $’’%

其中!" ?$
!

2?’
!2" 为随机变量参数在均值处的刚度矩阵&!!?$

!

2?’
!!2为刚度矩阵的波动部分-

由于每次 56470$839:6随机抽样只改变!!和#!由式$’"%及$’’%有

"?!B’#? $!";!!%B’#? "!"$’;!B’" !!%#B’#? $’;!B’" !!%B’!B’"#!! $’!%
式中’为单位矩阵&!B’" 为均值刚度阵!" 的逆阵-
令 (?!B’" !!!!!"$"%?!B’"#!D $’<%
当 !B’" !! %’!则由/012344级数展开公式有

$’;!B’" !!%B’ ?’B(;(!B(<;’!D $’(%
将式$’(%代入式$’!%!则有

"?$’B(;(!B(<;’%!B’"#?"$"%B("$"%;(!"$"%B(<"$"%;’ ?
"$"%B"$’%;"$!%B"$<%;’!D $’&%

由式$’&%知!有如下递推关系 ("$EB’%?"$E%!!!E?’!!!’!D $’#%
将式$’<%代入式$’#%并稍作变换!有 !""$E%?!!"$EB’%!D $’.%
于是!一旦由 !""$"%?# $’%%
求出"$"%!即可利用式$’.%逐次求出"$’%!"$!%!’!代入式$’&%即得温度场样本反应"D由于式$’&%是无穷级
数!可用截断的办法只取前有限项之和D在文中算例中!当 "$E%B"$EB’% %"$"?’0B&%时!不再计算"$E%!
取前E;’项之和-

/012344展开 56470839:6随机有限元法求解随机温度场的一般步骤为(
$’%确定基本随机变量及其随机特征&
$!%将各随机变量取均值代入有限元方程$’"%!求出均值对应的解"$"%及其刚度逆矩阵!B’" &
$<%产生一组含有基本随机变量的!阵和右端#列向量!由!!?!B!" 求出!!&
$(%采用/012344级数展开法求出有限元方程$’"%的解&
$&%重复步骤$<%!$(%!直到设定的样本总数-

图’!算例模型及其有限元离散图

对温度场随机解作如下的统计分析!可得解的各
阶矩为

+$"%? $’),%$
,

$?’
"$$%!! $’,%

F$"%? $’)$,B’%%$
,

$?’

""$$%B+$"%#!!!$!"%

)8 ? $’),%$
,

$?’

""$$%B+$"%#8!! $!’%

式中, 为模拟样本数&"$$%为第$次抽样计算的结果&

+$"%!F$"%!)8$8&<%分别为样本的均值*方差和第

8阶中心矩-
各节点温度".在区间"-!7#中的概率可用G. ’

H.),计算!其中H.为各节点温度".$.?’!!!’%落
入区间"-!7#的次数-

=!算!!例

图’所示正方形截面的无限长柱体!截面边长为
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"W’&2-上面为绝热边界!右面边界外给定介质温度9I1 均值为#I1 ?&"X"左面边界外给定介质温度9J1 均
值为#J1 ?’""X"介质与柱体表面之间的换热系数A均值为#A ?%"Y#$2

!%X&!下面热流密度>均值为

#> ?&""Y#2
!"从柱体流出!柱体的导热系数8均值为#8 ?&"Y#$2%X&"内热源>" 均值为#>" ?

’""Y#2<D这里假设以上所有的随机参数均服从正态分布"并给定随机参数$的变异系数$$$变异系数为均
值#均方差&"求各节点的温度响应-

表!!"#$%&’’展开()*+模拟结果

节点
数字

特征

确定性模型’,(

$8 ?$>" ?"

$> ?$9J1 ?"

$9I1 ?$A ?"

随机性模型’

$8 ?$>" ?"

$> ?"

$9J1 ?$9I1 ?"D"’

$A ?"D"’

随机性模型!

$8 ?$>" ?"D"’

$> ?"D"’

$9J1 ?$9I1 ?"

$A ?"

随机性模型<

$8 ?$>" ?"D"’

$> ?$9J1 ?"D"’

$9I1 ?$A ?"D"’

随机性模型(

$8 ?$>" ?"D’

$> ?$9J1 ?"D’

$9I1 ?$A ?"D’

4 均值 .(W’%&$.(W’%.& .(W’,#$.(W’%<& .(W’%&$.(W’%#& .(W’,<$.(W’%.& .(W!."$.(W’%,&

变异系数 " "W"’’(&$"W"’’<%&"W"""(%$"W"""(%&"W"’’(&$"W"’’<.&"W’’(.&$"W’’<#!&

@ 均值 ."W(<,$."W(<%& ."W((%$."W(<(& ."W(<,$."W(<%& ."W((#$."W(<%& ."W&’#$."W((’&

变异系数 " "W"’’"($"W"’",%&"W"""&<$"W"""&!&"W"’’"&$"W"’",.&"W’’"#%$"W’",%&&

) 均值 .(W&%.$.(W&%.& .(W&,%$.(W&%<& .(W&%.$.(W&%.& .(W&,&$.(W&%%& .(W#.<$.(W&%,&

变异系数 " "W"’’<,$"W"’’<’&"W"""(!$"W"""(<&"W"’’<,$"W"’’<"&"W’’(’’$"W’’!,%&

K 均值 ."W%&"$."W%(,& ."W%&,$."W%(&& ."W%&"$."W%(,& ."W%&.$."W%&"& ."W,!.$."W%&!&

变异系数 " "W"’",%$"W"’",’&"W"""(.$"W"""(.&"W"’",%$"W"’",’&"W’’""’$"W’",’%&

+ 均值 .(W%’.$.(W%’#& .(W%!.$.(W%’!& .(W%’#$.(W%’#& .(W%!&$.(W%’.& .(W,"!$.(W%’%&

变异系数 " "W"’’<&$"W"’’!%&"W"""<,$"W"""<,&"W"’’<&$"W"’’!.&"W’’<.&$"W’’!#<&

L 均值 .’W","$.’W","& .’W",,$.’W"%#& .’W"%,$.’W","& .’W",.$.’W","& .’W’#.$.’W",<&

变异系数 " "W"’",($"W"’"%%&"W"""(<$"W"""((&"W"’",($"W"’"%.&"W’",#<$"W’"%%"&

5 均值 .(W%,!$.(W%,’& .(W,"<$.(W%%.& .(W%,!$.(W%,’& .(W,""$.(W%,’& .(W,.%$.(W%,<&

变异系数 " "W"’’<($"W"’’!.&"W"""<%$"W"""<%&"W"’’<($"W"’’!#&"W’’<#<$"W’’!&’&

* 均值 .’W’#%$.’W’#,& .’W’..$.’W’#(& .’W’#%$.’W’#,& .’W’.#$.’W’#,& .’W!(&$.’W’.’&

变异系数 " "W"’",<$"W"’"%#&"W"""(!$"W"""(<&"W"’",<$"W"’"%&&"W’",&"$"W’"%#.&

图!!变异系数均为"W’节点4
温度分布概率密度函数

!!这是一个平面稳态随机温度场问题"将截面在横向和纵
向用三角形单元进行离散"如图’所示-按前述的计算公式编
写 537:3N程序进行求解-为了考察各随机参数随机性的大小
对节点温度响应的影响"这里分别对各随机参数取不同变异
系数的(种随机模型进行了计算-表’给出了文’,(对算例的
确定性模型的有限元计算结果和笔者所提算法的(种随机性
模型在4%* 节点处的!""""次数值模拟结果"其中括号内
的数据为将图中现有单元再均匀一分为二细划后$离散为!&
个节点)<#个单元&的计算结果-从表中可见"各种随机性模
型的均值结果几乎是相同的"且与文’,(的确定性模型的有
限元计算结果是完全一致的"这从一特殊的角度印证了文中
随机模型的合理性和计算方法的正确性-另外"在同一台计
算机上模拟时"单元细划分前共’#个节点)’%个单元"耗时

’(#-"’#J"而单元细划后共!&个节点)<#个单元"耗时’."J-
由此可见随着结构的自由度增多"刚度矩阵阶数增大"文中的方法愈加呈现出计算效率高的优点-图!描点
绘出了随机性模型<在节点4处温度分布的概率密度函数"经拟合后明显呈现出正态分布的类型-
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>!结!!论

!’"/012344展开 56470$839:6随机有限元法有较好的精度#若随机变量的变异系数较大或要求精度
较高#/012344展开级数应多取几阶#而且不会增加多少计算量-

!!"当待求结构的自由度多#刚度矩阵阶数大时#56470$839:6法每次用于刚度矩阵分解的时间将大为
增加#/012344展开法只需一次形成刚度矩阵#然后进行前代$回代及矩阵的加法!减法"和乘法运算#因此
求解的时间明显减少#效率提高-

!<"算例表明%当结构的各物理参数及外部环境等随机参数均服从正态分布时#各节点温度随机变量也
服从正态分布#且节点温度落在其上下区间 &#$B<&$##$;<&$’中的概率都大于"W,,#接近’-这进一步证明
了线性系统对于正态变量输入其系统响应的不变性-

!("计算结果表明#对于文中算例#换热介质温度和换热系数两者的随机性对节点温度响应的随机性影
响比较大#而导热系数$热流密度以及热源<者的随机性对节点温度响应的随机性影响很小-此外#当诸随机
参数的变异系数增大#对节点温度响应的随机性影响亦越大-
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