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摘要!讨论了广义离散随机非线性系统的最优递推问题!利用矩阵的奇异值分解理论!给出了广义离散

随机非线性系统的奇异值标准形式!基于标准形式!在两种情况下!将系统分解成两个子系统!通过对子

系统状态估计的研究!得到了该系统的最优递推算法*结果表明!对于广义随机系统!该方法便于应用并

且减少了计算量*
关键词!广义系统"递推算法"奇异值分解"状态估计
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M*M*N3E78JC31O在文献&’’中提出了广义系统问题$尽管没有因果性$然而其鲜明的实际背景引起了
人们的广泛关注&!!/’$随着广义系统研究的不断深入$出现了许多新成果&#!P’*但主要的研究都集中在广义
系统状态估计的问题上$而对于广义系统的最优递推问题却很少有人问津$作为初探$笔者在讨论广义离散
随机线性系统最优递推问题&#’的基础上$讨论了广义离散随机非线性系统的最优递推问题$利用矩阵的奇异
值分解理论$给出了广义离散随机非线性系统的奇异值标准形式$基于标准形式$在两种情况下$将系统分解
成两个子系统$通过对子系统状态最优递推问题的研究$得到了该系统的最优递推算法*由于使用的是递推
法$克服了传统方法需要求解广义 N611;A6方程或高阶矩阵求逆的缺点$减少了计算量$和现行的算法相比$
算法简单$便于应用*

;!问题的描述

考虑广义离散随非机线性系统
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"!""2""! !&"
其中!"5060是奇异常数矩阵#"!*""50是状态向量##!*""7#58是控制向量#&!*""59是测量噪声#

$!*""59 是系统噪声#%!*""59#3$50676%"#:&$50#&$50676%"#:&$59 是非线性可微函数#%$

50676%"#:&$5069#$!*"和&!*"是相关的#具有如下统计特性

-’$!*"(2’;!*"#!13=’$!*"#$!<"(2(!*"!*<!# !("

-’&!*"(2’=!*"#!13=’&!*"#&!<"(2)!*"!*<!# !/"

13=’$!*"#&!<"(2*!*"!*<!# !#"
其中(!*""5969 为对称非负定矩阵#)!*""5969 为对称正定矩阵#*!*""5969 为对称正定矩阵>假设系
统是强可控的#即系统的脉冲模和指数模都是可控的#初始状态"!""2"" 是高斯白噪声#具有

-’"!""(2%""#=;C’"!""(2+" 的统计特征#"!""#$!*"和&!*"统计独立*
将3!)"在状态估计值,"!*"及相应的控制&#!*"处进行+;I43C展开#并只保留线性部分#式!’"可化为

!"!*1’"2?’!4""!*"1?!!*"#!*"1!!*"1%!*"$!*"!# !%"

其中?’!*"2’3’4 !,"!*"#&#!*"#*"
#?!!*"2’3’’ !,"!*"#&#!*"#*"

#!!*"23!,"!*"#&#!@"#*"A?’!*","!*"A?!!*"&#!*"#

%!*"2%!,"!*"#&#!*"#*">相应地#式!!"可化为

%!*"2"!*""!*"1"!*"1&!*"!# !P"

其中"!*"2’&’4 !,"!*"#*"
#"!*"2 !&!,"!*"#*"A"!*","!*">

令-!*""5969 为一个待定的矩阵#利用式!("!!#"及式!P"#式!%"可化为

!"!*1’"2.(
’ !*""!*"1?!!*"#!*"1!(!*"1%!*"$(!*"!# !)"

其中.(
’ !*"2?’!*"A-!*""!*"#!!(!*"2!!*"1%!*"’;!*"1-!*"%%!*"A"!*"A’=!*"&!#

$(!*"2$!*"A’;!*"A-!*"%&!*"A’=!*"&!>
相应地#式!P"可化为 %!*"2"!*""!*"1"(!*"1&(!*"!# !’""
其中"(!*"2"!*"1’=!*"#&(!*"2&!*"A’=!*"#这时有

-’$(!*"(2"!#!-’&(!*"(2"!# !’’"

13=!$(!*"#$(!<""2((!*"!*<!# !’!"

13=!&(!*"#&(!<""2)(!*"!*<!# !’&"

13=!$(!*"#&(!<""2 %*!*"A-!*")!*"&!*<!> !’("
于是#由式!’’"和!’("可知#只要选择-!*"2*!*")A’!*"#$(!*"和&(!*"就成为互不相关的零均值高斯白
噪声#为讨论问题方便起见#略去系统!)"#!’""中的平凡项!(!*"和"(!*"#从而系统!’"!!&"化为广义离
散随机线性系统

!"!*1’"2.(
’ !*""!*"1?!!*"#!*"1%!*"$(!*"!# !’/"

%!*"2"!*""!*"1&(!*"!# !’#"

"!""2""!> !’%"
由于!是奇异矩阵#设C;8O!2B)0#根据奇异值分解#存在正交矩阵/"5060 和正交矩阵0"5060#使得

/!02
# "% &" "

!# !’P"

其中#2:6;G!"’#"!#*#"B"#"+*"!+2’#!#*#B"为矩阵! 的奇异值>令"!*"20!"+’!*"#"+!!*""+#将式
!’P"代入式!’/"并以7 左乘式!’/"的两端得

#"’!*1’"2-’’!*""’!*"1-’!!*""!!*"11’!*"#!*"1$’!*"$(!*"!# !’)"

<2-!’!*""’!*"1-!!!*""!!*"11!!*"#!*"1$!!*"$(!*"!# !!""

%!*"22’!*""’!*"12!!*""!!*"1&(!*"!# !!’"

其中"’!*""5B#"!!*""50AB#且/.(
’ !*"02

-’’!* -’!!*"

-!’!*" -!!!*% &"#/?!!*"2 1’
!*"

1!!*% &"#/%!*"2 $’
!*"

$!!*% &"#
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"!*"02 2’!*" 2!!*# $">称式!’)"!!!""和式!’%"为系统!’/"!!’%"的奇异值标准形式*

=!广义离散随机非线性系统的最优递推方法

!’"当C;8O-!!!*"20AB时%则-!!!*"非奇异%由式!!""得

"!!*"2A-A’!!!*"-!’!*""’!*"A-A’!!!*"1!!*"#!*"A-A’!!!*"$!!*"$(!*"!> !!!"
将式!!!"代入式!’)"和式!!’"得到一个B维子系统为

"’!*1’"2-"!*""’!*"11"!*"#!*"1$"!*"$(!*"!% !!&"

%!*"22"!*""’!*"13"!*"#!*"1+$!*"!% !!("

其中 -"!*"2#A’!-’’!*"A-’!!*"-A’!!!*"-!’!*""%!1"!*"2#A’!1’!*"A-’!!*"-A’!!!*"1!!*""!%

2"!*"22’!*"A2!!*"-A’!!!*"-!’!*"%!3"!*"2A2!!*"-A’!!!*"1!!*"!%
+$!*"2&(!*"A."!*"$(!*"%!."!*"22!!*"-A’!!!*"$!!*"!%

$"!*"2#A’!$’!*"A-’!!*"-A’!!!*"$!!*""!>
并且 !-&$(!*"+$!<"’2-&$(!*"!&(!<"A."!*"$(!<""+’2-&$(!*"!&(!<""+’A

-&$(!*"$(!<""+’.:"!O"ST((!*".+"!*"!*%<,(C!*"!*%<!%

-&+$!*"+$+!<"’2-&!&(!*"A."!*"$(!*""!&(!<"A."!<"$(!<""+’2
-&&(!*"!&(!<""+A&(!*"!$(!<""+.+"!<"A."!*"$(!*"!&(!<""+1
."!*"$(!*"!$(!<""+.+"!<"’2-&&(!*"!&(!<""+’A-&&(!*"!$(!<""+’.+"!<"A
."!*"-&$(!*"!&!<""+’1."!*"-&$(!*"!$(!<""+’.+"!<"2)(!*"!*<1
."!*"((!*".+"!*"!*< 2 #)(!*"1."!*"((!*".+"!*"$!*%<,)C!*"!*%<!>

设4!*"表示到目前*时刻为止的全部观测向量组成的随机向量%4* 表示一次实验所获得的4!*"的样本实

现%即4!*"2#D!""%D!’"%(%D!*"$+%4* 2#D"%D’%(%D*$+%为符号书写简单%把4’!*"仍然用"!*"表示%

其初始状态统计特征的记号也不做改变>令,"!*1"表示状态滤波%即
,"!*1"2-&"!*"E4!*"24*’!> !!/"

,"!*A"表示’步预测估计%即 ,"!*A"2-&"!*"E4!*A’"24*A’’!> !!#"

则,"!*1"和,"!*A"的误差估计协方差矩阵分别为

+!*1"2-&#"!*"A,"!*1"$#"!*"A,"!*1"$+E4!*"24*’!% !!%"

+!*A"2-&#"!*"A,"!*A"$#"!*"A,"!*A"$+E4!*A’"24*A’’!> !!P"

!!" 在时刻"1%#"+!""%%+!""$+ 是联合高斯随机变量%它的均值向量和协方差矩阵分别为

#%"+"%%"+"2+"1#+!""3+"!""$+!%!!
1’’!"" 1’!!""

1!’!"" 1!!!"# $"!%
1’’!""2+"A%""%"+"!%

1’!!""2+"2+"!""1%""#+!""3+"!""A%""%"+"2+"!""A%""#+!""3+"!""!%

1!’!""22"!""++"13"!""%"+"A2"!""%""%"+"A3"!""#!""%"+"!%

1!!!""22"!""+"2+"!""12"!""%""#+!""3+"!""13"!""#!""%"+"2+"!""13"!""#!""#+!""3+"!""1
!!)C!""A2"!""%""%"+"2+"!""A2"!""%""#+!""3+"!""A3"!""#!""%"+"2+"!""A%""#!""#+!""3+"!""!>
在给定条件D!""2D" 下%"!""的条件概率密度是高斯的%根据U;I7E6;8估计定理%最优估计是条件均值

,"!"1"2%""11’!!""1A’!!!""#4!""A!2"!""A3"!""#!"""%""$!> !!)"

并且协方差矩阵是 +!"1"21’’!""A1’!!""1A’!!!""1+’!!""!> !&""

!!# 在时间间隔"V到’T%系统遵循式!!&"向前传播%并且它的传递矩阵可如下定义
5%!*%#"2-"!*"%!*%#"11"!*"#!*"!%

%!*%*"26!& >
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再由式!!&"得 "!’"2%!’#""11"!’"#!’"1-
’

"
%!’##":&!#"!# !&’"

其中 $&!F"#F."%是相应维的UC3L86;8运动过程#而且具有

-$&!F"%2"!#!-$&&!F"A&!G"’&&!F"A&!G"’+%2-
F

G
(C!#":#!>

在式!&’"的两边取给定的条件4!""2H" 下取条件期望#得
,"!’A"2%!’#"","!"1"11"!’"#!’"!> !&!"

由式!’%"和上式!’P"#误差估计协方差矩阵为

+!’A"2%!’#""+!"1"%+!’#""11"!’"#!’"#+!’"1+"!’"1-
’

"
%!’##"$"!’"%C!#"$+"!’"%!’##":#!>

!&&"

!!$ 在时刻’1#&"+!’"#%+!’"’+是联合高斯随机变量#并且在给定条件4!’"24’下#它的均值向量和协
方差矩阵分别为

&,"!’A"#,"!’A"2+"!’"1#+!’"3+"!’"’+!#!!
1’’!’" 1’!!’"

1!’!’" 1!!!’& ’"!#
1’’!’"2+!’A"A,"!’A","+!’A"!#

1’!!’"2+!’7"2+"!’"1,"!’7"#+!’"3+"!’"A,"!’7","+!’A"2+"!’"A,"!’A"#+!’"3+"!’"!#

1!’!’"22"!’"++!’A"13"!’","!’A"A2"!’","!’7","+!’A"A3"!’"#!’","!’A"!#

1!!!’"22"!’"+!’7"2+"!’"12"!’","!’7"#+!’"3+"!’"13"!’"#!’","!’A"2+"!’"1
!!3"!’"#!’"#+!’"3+"!’"1)C!’"A2"!’","!’7","+!’A"2+"!’"A2"!’","!’7"#+!’"3+"!’"A
!!3"!’"#!’","!’A"2+"!’"A,"!’7"#!’"#+!’"3+"!’"!>

在给定条件4’ 2 &D"#D’’+ 下#"!’"的最优估计是
,"!’1"2,"!’A"11’!!’"1A’!!!’"&4!’"A!2"!’"A3"!’"#!’"","!’A"’!> !&("

相应地#误差估计协方差矩阵是!!+!’1"21’’!’"A1’!!’"1A’!!!’"1+’!!’"!> !&/"

!!% 改变时间下标重复步骤##得到
,"!!A"2%!!#’","!’1"11"!!"#!!"!# !&#"

+!!A"2%!!#’"+!’1"%+!!#’"11"!!"#!!"#+!!"1+"!!"1-
!

’
%!!#’"$"!!"(C!#"$+"!!"%+!!#’":#!>!&%"

!!& 重复步骤$和%直至时刻*#则最优递推方程的一般形式可表示为
,"!*1"2,"!*A"11’!!*"1A’!!!*"&4!*"A!2"!*"A3"!*"#!*"","!*A"’!# !&P"

其中 1’!!*"2+!*A"2:"!*"1,"!*A"#+!*"3+"!*"A,"!*A","+!*A"2+"!*"A,"!*A"#+!*"3+"!*"!#

1!!!*"22"!*"+!*A"2+"!*"12"!*","!*A"#+!*"3+"!*"13"!*"#!*","!*A"2+"!*"1
3"!*"#!*"#+!*"3+"!*"1)C!*"A2"!*","!*A","+!*A"2+"!*"A
2"!*","!*A"#+!*"3+"!*"A3"!*"#!*","!*A"2+"!*"A,"!*A"#!*"#+!*"3+"!*"!#

"!!*1’"A"2%!*1’#*""!*1"11"!*1’"#!*1’"!# !&)"
,"!"A"2%""!#!!+!"A"2+"!> !(""

!!!!"当C;8O-!!!*")0AB时#由文献&%’中的引理!及C;8O
# -’!!*" 1’!*"

" -!!!*" 1!!*& ’"20#得
C;8O-!!!*" 1!!*& ’"20AB!>

令C;8O-!!!*"2B’#则存在可逆矩阵8"5!0AB"6!0AB"#使得

8-!!!*"2
’’!*" ’!!*"& ’" "

!#

其中’’!*""5B’6B’ 是上三角矩阵#并且C;8O’’!*"2B’#’!!*""5B’6!0ABAB’">
令3!*"281!!*"2 3+’!*" 3+!!*& ’"+#其中3’!*""5B’68#3!!*""5!0ABAB’"68#得
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8 -!!!*" 1!!*# $"2
’’!*" ’!!*" 3’!*"

" " 3!!*# $"!%!C;8O3!!*"20ABAB’!>
从而3!!*"3+!!*"可逆%令9!!*"23+!!*"!3!!*"3+!!*""A’%则

8 -!!!*" 1!!*# $"
6’ "
9’!*"6# $

!
2
’’!*" ’!!*" 3’!*"

" " 3!!*# $"
6’’ " "
" 6’! "
" 9!!*"6

/

0

1

2!
!%

其中6’ 2
6’’ "
" 6# $

’!

%6!%6’’和6’!分别是8阶%B’阶和0ABAB’阶单位矩阵并且9’!*"2 " 9!!*# $"是86

!0AB"阶矩阵>由于3!!*"9!!*"260ABAB’%因此

8 -!!!*"11!!*"9’!*" 1!!*# $" 2
’’!*" ’!!*"13’!*"9!!*" 3’!*"

" 3!!*"9!!*" 3!!*# $"!%
8 -!!!*"11!!*"9’!*# $"2

’’!*" ’!!*"13’!*"9!!*"

" 60ABAB
/

0

1

2’

!>

于是 C;8O!-!!!*"11!!*"9’!*""20AB!%
令#!*"29’!*""!!*"1(!*"%并代入式!’)"!!!’"%然后再令

3-’!!*"2-’!!*"11’!*"9’!*"!%!3-!!!*"2-!!!*"11!!*"9’!*"!>
则 #"’!*1’"2-’’!*""’!*"13-’!!*""!!*"11’!*"(!*"1$’!*"$(!*"!% !(’"

<2-!’!*""’!*"13-!!!*""!!*"11!!*"(!*"1$!!*"$(!*"!% !(!"

%!*"22’!*""’!*"12!!*""!!*"1&(!*"!% !(&"
并且C;8O3-!!!*"20AB>这样就把情形!!"转化成!’"的情况*

>!结 束 语

针对目前广义系统的研究状况%讨论了广义离散随机非线性系统的最优递推问题%利用矩阵的奇异值分
解理论%得到了该系统的最优递推算法%由于得到的是递推法%因此使得该算法具有便于应用%计算量小的
特点*
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