
书书书

收稿日期!!""#$%%$"%
基金项目!国家自然科学基金资助!#"&’("’&"

作者简介!肖!刚!%)#*$"#男#西安电子科技大学博士研究生

微分流形上的最优化算法

肖!刚!刘 三 阳!尹 小 艳
!西安电子科技大学 理学院"陕西 西安!’%""’%#

摘要!指出了流形算法中利用测地线寻找最优解存在附 加 度 量 结 构 和 计 算 复 杂 的 问 题!根 据 流 形 的 局

部与欧氏空间零点的开邻域光滑同胚这一性质!利用坐标变换 把 非 线 性 等 式 约 束 优 化 问 题 转 化 为 无 约

束优化问题!利用坐标变换而不是黎曼几何结构给出了函数取得极值的充分和必要条件!构造了一种映

射梯度算法!并证明这种算法是线性收敛的+
关键词!微分流形"最优化算法"坐标变换
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等式约束优化问题#有时可看作流形上的最优问题+基于流形上的最优化算法始于!"世纪七八 十 年

代&%’+近年来人们把这种算法应用于不同的流形解决不同的问题&!!’’+这类算法可概括如下$首先#在流形上

附加一个度量结构#使流形成为黎曼流形%然后在流形上定义一个向量场并利用测地线寻找向量场的零点+
这类算法有几点需要指出#首先#除非目标函数特别指出以外目标函数与黎曼几何之间并没有内在的联系#
而流形算法附另了一个度量结构%其次#寻找向量场的零点时#测地线并非是惟一路径%最后#测地线方程的

计算量很大或计算不出来+发现在给定流形的条件下#可通过坐标变换把问题转换为欧氏空间的优化问题+

8!坐标变换

讨论一类非线性等式约束优化问题

C57(2!!"3!"G’$40!!"5"#!05%#!#)#6*!7 !%"
其中6#’#2!!"和40!!"是G’ 上的8! 可微实值函数!!$!"7设4!!"是4$G’ %G6 的映射#分量为40!!"#

05%#!#)#67并 且 假 设4!!"满 足 正 则 条 件$"是 映 射4的 正 则 值#即 对 所 有 的 点!" 9 54:%!""#

"4!!"")!G’#G6"是满秩的#其中"4!!"表示映射4!!"的雅可比矩阵+
引理!!参见文献&%’+设4$G’%G6#6&’是8! 可微的实值函数!!$!"#且满足"是4!!"的正则值#

那么集合9 54:%!""是G’ 中的一个’:6维微分流形+
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由引理%可知!954:%""#是G’ 中的一个’:6维微分流形!所以式"%#实际上是微分流形上的最优问

题7对于流形9的任意一个坐标卡"9!*0#!总存在光滑映射"0!使*0与G’:6 中包含"点的开邻域微分同胚7
由 于G’:6 中包含"点的开邻域与G’:6 空间可以建立微分同胚7所以存在微分同胚"0$G

’:6 %*07这说明满足

上述要求的坐 标 变 换 是 存 在 的7特 别 地!若 流 形9 54:%""#是 紧 致 的!那 么!存 在;&Q!满 足9 5*% ’
*! ’ % ’*;!设<0"##52""0"###!那么式"%#就转化为

C57
%#0#;

C57&<0"##3#"G’:6’!! "!#

即;个无约束规划问题+
例!!考虑下述最优问题

C572"=%!=!!=-#="G-$
=!%
&!>

=!!
?! >

=!-
4! 5& ’% !7 "-#

可行 域 是 G- 中 的!维 椭 球 面!如 果 给 定 椭 球 面 一 个 坐 标 变 换=% 5&E57#02E"!=! 5?E57#E57"!

=- 5402E#!就得到

2"=%!=!!=-#52"&E57#02E"!?E57#E57"!402E##R5("#!"#!!!"###"!"#"#!"!7
那么式"-#就变为 C57&("#!"#3"###"!"#"#!"’!7 "(#
这样就把椭球面"流形#上的最优问题转化为!维平面"G!#上的约束优化问题!这样!就不必引入度量结构

和计算测地线方程+
例"!设有G- 中的!维球面+$=!>-!>@!5%!则存在*%’*!5+!其中*% 是不包含极点""!"!%#!

*! 是不包含极点""!"!:%#7利用球极投射可得两个光滑映射(*)!"%$G
! %*%!其中

"%"A!B#5
!A

%>A!>B!
! !B
%>A!>B!

!A
!>B!:%
%>A!>B& ’! !! "&#

和"!$G
! %*!!其中 "!"A!B#5

!A
%>A!>B!

! !B
%>A!>B!

!%:A
!:B!

%>A!>B& ’! !! "##

那么最优问题 C57&2"=%!=!!=-#3="G-$=!>-!>@! 5%’ "’#
就可利用式"&#!"##的变换转化为

C57
05%!!

C57&<0"A!B#3"A!B#"G!’!! "*#

其中<0"A!B#52""0"A!B##!05%!!7
上述两个例子可看出!在非线性等式约束规划中!可通过坐标变换把流形上的问题转化为欧氏空间中的

问题+笔者就是基于这种想法!在约束集"流形#上构建了一个坐标变换的条件下!讨论规划问题的最优性条

件和最优化算法+

9!最优性条件

定理!!设2"!#是9 54:%""#上的8! 可微实值函数"!$!#!如果点!( 是式"%#的局部极小点!那么

存在!( 的邻域* )9 及* 上的任意微分同胚"$G
’:6 %*!满足

*2!("""#(#5"!! ")#
其中 *2!( 表示函数2"!#在点!( 的在梯度!"""#(#表示函数"在点#( 的雅可比矩阵!其中!( 5""#(#7

证明!因点!( "9!则存在* )9!满足!( "*!并且存在光滑微波同胚"满足"$G
’:6 %*7因2"!#是

8! 可微的!所以2"""###也是8! 可微的7又因!( 是2"!#的局部极小点!所以#( 为2"""###在空间G’:6 中

的局部极小点7设#"C#为G’:6 中任意一条经过#( 5#""#的曲线!则有

"9*9C#2"""#"C###C5" 5"!7

所以 "9*9C#2"""#"C###C5" 5 *2!(D""#(##E""#5"!7 "%"#

由A"C#的任意性!有 *2!(D""#(#5"!7 "%%#

!!定理"!设2"!#是954:%""#上8! 的可微实值函数"!$!#!若点#( 是2"""###的临界点!并且矩阵
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"?"$2"">*2$" 在点#( 是正定的!其中$2!$" 分别是函数2!"的S6EE矩阵!那么点!( 5""#(#是2"!#
严格局部极小点+

证明!设#"C#是G’:6 空间中的任意一条经过#( 5#""#的光滑曲线!满足!( 5""#""##72"""#"C###
是关于变量C的"!$!#可微函数!2"""#"C###关于C的二阶导数为

"9!$9C!#2"""#"C###5"9$9C#"*2""#E"C##5
"""#E"C##?$2"""#E"C##>"#E"C##?*2$"#E"C#>*2""#F"C#!7 "%!#

利用泰勒公式有

2"""#"C###:2"""#""###5*2!("""#""###E""#C>
%
!
%#E""#?""""#""###?$2!("""#""###E""#>

"#E""##?*2!($""#""###E""#>*2!("""#""###F""#&C!>1"C!#!7 "%-#
因点#( 是2"""###临界点!所以有 *2!("""#""##5"!则有

2"""#"C###:2"""#""###5
%
!
%#E""#?’""""#""###?$2!("""#""##>*2!($""#""##(#E""#&C

!>1"C!#!7

"%(#
又因为 """"#""###?$2!("""#""##>*2!($""#""##是正定的!所以+$,"!当"&C&$!#E"C#-"有2"""#"C###:

2"""#""###,"!由#"C#的任意性!所以点!( 是2"!#严格局部极小点+

:!映射梯度法

设9 是紧致微分流形!由上讨 论 可 知!式"%#可 转 化 为;个 无 约 束 规 划 问 题!现 讨 论 单 个 无 约 束 规 划

问题

C57%2"""###3#"G
’:6&!7 "%&#

的一种算法!称其为映射梯度法!算法如下)

ED6@"!选择初始点#" "G’:6!!" 5""#"#和向量%" 5:"*2!""""#""###
?!G5"*

ED6@%!如 果 HG 5 :"*2!G"""#G##
? #$停 止 迭 代!!G 5""#G#为 问 题 的 近 似 最 优 解+否 则!转

ED6@!*

ED6@!!进行一维搜索! CG 5:AFC57%2"""#G>C%G##3C,"&!! "%##

#G>% 5#G>CG%G!! "%’#

!G>% 5""#G>%#!! "%*#

!!!!GR5G>%!转ED6@%+
注%!由于搜索方向%G 5:"*2"""#G##

? 是2"!#的梯度向量 *2线性映射到G’:6 空间中所得到的向

量!所以称这种算法为映射梯度法+
注!!设<"##52"""###!则*<"##5*2"""##7可以发现这种算法就是G’:6 空间中最速下降法!只是

这里的下降方向为:"*2""#?7用同样的方法也可以构建与牛顿法和共轭梯度法类似的算法!这里不再一

一阐述+
定理#!设点列 %!G&由上述算法得到!如果点列%!G&是无穷列!则数列%2"!G#&单调递减+
证明!设<"##52"""###!#"G

’:6!%G 5:"*2!G"""#G##
?!由<"##可微性可得

<"#G>C%G#:<"#G#5C*<"#G#%G>1"C%G #5C*2!G"""#G#%G>1"C%G #5

:C%G !>1"C%G #!!
"%)#

所以当C充分小时!<"#G>C%G#:<"#G#&"!即有2"!G>%#:2"!G#&"7
定理$!设2"!#是G’ 上8! 的可微实值函数!设<"##52"""###!#"G

’:6!如果 $<"## #9!$< 表示

<"##的 S6EE矩 阵7则 对 任 何 给 定 的 初 始 条 件C,"和$,"!或 算 法 有 限 终 止!或35C
G%Q
2"!G#5 :Q!

或35C
G%Q
*2!G""#G 5"7

证明!由函数<"##的泰勒公式得
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<!#G>C%G"5<!#G">C*<#G%G>
C!
!%

?
G$<!G

%G #<!#G">C*<#G%G>
C!
!9 %G

!!# !!""

其中!G 介于#G 和#G>C%G 之间+
设%G 5:!*<#G"

? 5:!*2!G""!#G""
?#C( 5:*<#G%G$!9 %G

!"#则

<!#G":<!#G>CG%G"$<!#G":<!#G>C(%G"$:C(*<!#G"%G:C
(!

! 9 %G ! 5

%
!9 *<!#G"!!#

!!%"

所以 <!#"":<!#G"5.
G:%

05"

%<!#0":<!#0>%"&$ %
!9.

G:%

05"
*2!0""!#0" !!!"

两边取极限#可得’或者35C
G%Q
<!#G"535C

G%Q
2!!G"5:Q#或者35C

G%Q
*2!G""!#G"5"7

引理"!参见文献%%"&+设<!#"52!"!#""##"G
’:6#由算法产生的序列(#G)收敛到<!#"的极小点

#(#且存在$,"和9 ,6,"#使得当 #:#( &$#有

6 # ! ##?$<###9 #
!!# !!-"

则 (#G)是线性收敛的+
推论!!条件同引理!#则由算法产生的序列 (!G)是线性收敛的+

证明!因 (#G)是线性收敛的#所以 #:#( #I#G##&%#I 5
!%<!#":<!#("&! "6

%$!
#见文%)&7当

#G %#(#存在#( 的闭邻域/*#(##G "/*#(#因"满足局部T5@E015DJ条件#所以有

!G:!( 5 "!#G":"!#("#)I#
G!# !!("

即序列 (!G)是线性收敛的+
例#!求函数2!="5=!>-! 在球面+’=!>-!>-! 5%上的极小值+
首先给出覆盖球面+的坐标卡#由例!得到*% 和*! 分别是不包含!"#"#%"和!"#"#:%"的两个覆盖以

及球极投射"0’G
! %*0#05%#!7则函数2!="5=!>-! 变换为

<%!A#B"52!"%!A#B""5(
A!>B!

!%>A!>B!"!!
#

和 <!!A#B"52!"!!A#B""5(
A!>B!

!%>A!>B!"!!
#

那么求极小值问题就变换为 C57
05%#!

C57(<0!A#B"3!A#B""J!)!7

函数<0#05%#!的梯度为

*<0!A#B"5 *A!%:A!:B!"
!%>A!>B!"-

#*B!%:A
!:B!"

!%>A!>B!"( )- !#!05%#!!7

在映射梯度法中#设%G 5:*<0!AG#BG"#!AG>%#BG>%"5!AG#BG">CG%G#给定初始迭代点!A"#B""5!%#%"#利
用现有的软 件 包#可 以 计 算 得 到!"#""为<0#05%#!的 极 小 点#对 应 到 球 面 上 为 点!"#"#%""*% 和!"#

"#:%""*!7
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