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用保角变换结合矩量法计算均匀波导的最低截止频率
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摘要!建立了一种计算波导内+,和+-波最低截止频率的新方法!该方法使用保角变换将波导截面

变换为圆形区域!再使用矩量法数值计算波导中正规波形+,和+-最低截止频率!可方便地找到满足

边界条件的全域基函数)
关键词!截止频率"保角变换"矩量法
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均匀波导的截止频率除矩形&圆形&特殊的三角形!如等边三角形&等腰直角三角形&一个内角为!’(的
直角三角形"&椭圆等规则形状可解析求解以外#一般都需数值求解)分析波导截止频率的数值方法常常使用
有限元法&有限差分法&变分法和矩量法等(%"#))笔者使用保角变换法结合矩量法#将波导截面通过数值或者
解析的方法变换到圆形区域#再用矩量法在圆形区域内数值计算截止频率)

;!分析方法

均匀波导的截止波数34由亥姆霍兹方程确定$!
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其中"分别是+,波和+-波的"( 和8(#

!

5是(平面的横向微分算子)在波导的边界上#对+,波

""’"&7"!# !!"
对+-波 "7"!9 !("
当用解析函数(7:!;"将(平面!(7<6;="保角变换到;平面时#亥姆霍兹方程变化为!

!
>#63!4 :? !#7"!# !0"

式中

!

>是; 平面的横向微分算子##是变换以后相应的场纵向分量)
在变换以后#由于区域的边界形状规则#边界条件容易处理#这样就为矩量法计算时寻找全域基函数带
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来许多方便)以下一律将原来问题的截面用解析法或者数值法变换为单位圆)在圆形区域!选取满足边界条
件的波函数作为基函数!将#展开为基函数的线性组合!代入方程"0#!选取权函数和基函数相同!使用伽辽
金法数值求解这个方程!即可得到截止波数)

对于+-波最小截止波数!在;平面内";7@7OE";$##选取波函数近似为#7#AB#B!#B 7"%C@!B#!
将其代入方程"0#!用#D 7 "%C@!D#作为权函数!采用加权余量法数值求解方程"0#!即在方程的左右两边同
乘以权函数!并对波导的截面积分!得到本征值方程!求解该方程!可得出+-波的最低截止波数)
对于+,波!因为满足支配方程与边界条件的最低本征值是零!与其相应的波函数#" 是一个常数!故在

计算第一非零本征值时!所选取的波函数要与#" 正交!所以在计算+,波的最低非零截止波数时!选取#B 7
@24H$"%C@!B$"!B6%##9
对于和圆形波导里+,"%波类似的波形!其"( 仅仅是径向坐标的函数!展开时选取既与#" 正交!又满足

边界条件的基函数!即!#% 7%C(@!6(!@
0!!!!#B 7%C%!

"B6%#"B6!#@!B6B
"B6!#
! @!B6%!9

图%!区域变换示意图

!!在求得最低非零本征值以后!后续的本征值对应的本
征函数应该满足与低阶本征函数正交的条件!其本征值采
用与最低非零本征值类似的方法计算)

<!示例及计算结果

算例%!求正多边形"边数为&#波导的最低截止波
数9如图%所示!选取正多边形的中心在(平面的原点!设
其内切圆的半径是%E!将其保角变换到;平面的单位圆内

部的变换为%0& (7%E$
;
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%%65&&C!$&>" #5 !9 "##

式"##将正多边形的某一个边上的中点变换到;7%!可将其表示成幂级数的形式%0&

(7%E"0%;C0!;&6%60(;!&6%C’#!9 "&#
对于正方形 "&70#!0% 7%9"*P*!0! 7"9%"*P*!’9
表%给出了正多边形"%E7%#波导+-的最低截止波数"类似于圆形波导的+-"%#)表!给出了+,波

最低非零截止频率"类似于圆形波导的+,%%#的计算结果)
表!!正多边形波导最低"#波的波数

边数& ( 0 # & P Q

笔者提出的方法 !)%"!P" !)!!!’" !)!P!#" !)(%&*" !)(#!*" !)0"0P%
有限元法%0& !)"’&"" !)!!("" !)!P("" !)(%*"" !)(#("" !)0"#""
精确值 !)"’00" !)!!%00 !)0"0P(

表$!正多边形波导"%波最低非零截止波数

边数& ( 0 # & P Q

笔者提出的方法 %)!%!# %)#*%! %)&’*P %)*0#" %)*P’! %)P0%%
精确值 %)!"’! %)#*"P %)P0%!

!!算例!!求半径等于%的半圆形波导的最低截止波数)这个问题的截止波数本身有解析结果!为了检验
笔者提出的方法的有效性!先用解析的方法将半圆区域变换到单位圆)如图!所示!第%步先用分式线性变
换将(平面的半圆变换到%平面的第一象限!即%7C"(6%#$"(C%#(第!步!用变换57%

!将%平面的第
一象限变换到5平面的上半平面(第(步!再使用分式线性变换;7"5CB#$"56B#将5平面的上半平面变换
到;平面的单位圆盘)整理得到最后的变换函数为;7 ""(6%#!CB"(C%#!#$""(6%#!6B"(C%#!#!9
这个变换的逆变换为 "下转第*%#页#
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