
书书书

收稿日期：２００８０６１７

基金项目：陕西省自然科学基础研究计划资助（２００４Ｆ０７）

作者简介：赵　力（１９７５），男，西安电子科技大学博士研究生，Ｅｍａｉｌ：ｚｈａｏｌｉ＠ｍａｉｌ．ｘｉｄｉａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ．

用于 犕犕犛犈合并的受约束犔犕犛算法分析

赵　力，孙献璞，张海林
（西安电子科技大学 通信工程学院，陕西 西安　７１００７１）

摘要：建立了受约束最小均方（ＬＭＳ）算法，实现正交频分复用（ＯＦＤＭ）系统中分集信号的自适应最优

（ＭＭＳＥ准则）合并，解决了输入信号高度相关时传统自适应算法的收敛速度问题．对接收到的分集信

号进行变换，使其具有相同的期望响应，然后并行送入自适应滤波器，在给定的约束条件下，完成分集信

号的自适应最优合并．推导出的解析式表明，算法的收敛性能与输入信号的自相关矩阵无关，完全由归

一化的步长参数控制．
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正交频分复用（ＯＦＤＭ）是一种高效的多载波调制技术，它在多个子载波上并行传送数据，可以获得很高

的数据速率，已被多种宽带无线通信系统采用．宽带系统中不可避免的频率选择性衰落会导致某些子载波在

接收端的信噪比过低，为了提高通信的可靠性，宽带或者超宽带ＯＦＤＭ系统经常会采用分集方案，将相同的

数据信息通过不同的子载波传送．

对接收到的分集信号，通常要先进行信道估计，以获得信道状态信息（ＣＳＩ），然后按照某种方式合并，其

中最小均方误差（ＭＭＳＥ）合并具有最好的性能
［１］．而自适应合并可以不需要ＣＳＩ，避免了信道估计误差的引

入［２］．由于分集信号源于相同的数据信息，它们之间存在较强的相关性，这会使自适应滤波器输入信号自相

关矩阵特征值的分散程度加剧，导致传统最小均方（ＬＭＳ）算法的收敛性能恶化，一般不可用．

在文献［２］中，笔者提出将受约束ＬＭＳ算法用于ＯＦＤＭ分集信号的最优（ＭＭＳＥ准则）合并．文中对该

算法做了简单的定性分析，仿真结果也显示该算法有良好的收敛特性，可以获得更高的合并性能．由于之前

并无类似文献，该方法尚缺乏完整的理论支撑．为了解决这一问题，笔者从最优权值入手，将梯度向量与最优

权值向量做对比分析，使收敛过程中每一步得到的权值（统计均值）都是最优权值乘以一个统一的系数，得出

约束算法的收敛特性完全由归一化步长参数控制，而与输入信号的自相关矩阵无关，最后还给出了步长收敛
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范围、时间常数等指标的解析式．

１　信号模型

设ＯＦＤＭ系统采用正交相移键控（ＱＰＳＫ）映射，犕 重分集．考虑发送端的一个数据符号，这个数据符号

被映射为犕 个 ＱＰＳＫ星座信号 ｛犡１（狀），犡２（狀），…，犡犕
（狀）｝，这里狀表示 ＯＦＤＭ 符号的离散时间标号．

｛犡１（狀），犡２（狀），…，犡犕
（狀）｝进入快速傅里叶逆变换（ＩＦＦＴ）模块进行调制，然后通过不同的子载波传送，经

过犕条支路到达接收端．这犕条支路具有不同的频域信道参数，具有频率分集的效果，可以抵抗频率选择性

衰落．为简化分析，设

犡１（狀）＝犡２（狀）＝ … ＝犡犕
（狀）＝犡（狀）　． （１）

设接收到的信号既没有符号间干扰（ＩＳＩ）也没有载波间干扰（ＩＣＩ）．经过快速傅里叶变换（ＦＦＴ）模块的解调

后，狀时刻第犿 条分集支路上接收到的信号为

犢犿（狀）＝犡（狀）犎犿
（狀）＋犖犿

（狀）　，　犿＝１，２，…，犕　， （２）

图１　自适应最优合并信号模型

其中犡（狀）是一个复数，其功率定义为犈狊＝ 犡（狀）
２，· 表示

取复数的模值；｛犎１（狀），犎２（狀），…，犎犕
（狀）｝为子信道频域参

数，也是复数；｛犖１（狀），犖２（狀），…，犖犕
（狀）｝是功率皆为σ

２、互不

相关的零均值加性高斯白噪声．

令犢（狀）＝ ［犢１（狀），犢２（狀），…，犢犕
（狀）］

Ｔ 表示输入向量，

犠（狀） ＝ ［犠１
（狀），犠２

（狀），…，犠犕
（狀）］

Ｔ 表 示 权 值 向 量，

犎（狀）＝［犎１（狀），犎２（狀），…，犎犕
（狀）］

Ｔ 表示信道参数向量．这里

所采用的方法是将犢（狀）直接送入自适应滤波器（如果式（１）不

满足，则犢（狀）需要经过适当的变换，下面将有说明），按照自适应的方式得到权值向量犠（狀），完成分集信号

的 ＭＭＳＥ合并．如图１所示，加权合并信号和误差信号分别为

犣（狀）＝犠
Ｈ（狀）犢（狀）　， （３）

犲（狀）＝犡（狀）－犣（狀）　． （４）

２　无约束条件的算法性能分析

众所周知，ＬＭＳ算法是一种随机梯度算法，它使用瞬时梯度作为梯度的估计值进行迭代运算．可以按照

最陡下降法进行分析，权值向量为

犠（狀＋１）＝犠（狀）－μ

Δ

（狀）　， （５）

其中，μ是一个小的正常数，

Δ

（狀）是均方误差的梯度向量，且

Δ

（狀）＝
犈［犲（狀）

２］

犠１
（狀）

，犈
［犲（狀）

２］

犠２
（狀）

，…，犈
［犲（狀）

２］

犠犕
（狀［ ］）

Ｔ

　， （６）

其中犈［·］表示取统计均值．这样犠（狀）仅是犢（０），犢（１），…，犢（狀－１）的函数，与犢（狀）不相关，故

犈［犲（狀）
２］

犠犿
（狀）

＝
犈［犡（狀）－犠

Ｈ（狀）犢（狀）
２］

犠犿
（狀）

＝－２犈［ｅ
（狀）犢犿（狀）］　，　犿＝１，２，…，犕　 ， （７）

其中（·）表示对复数取共轭．所以有

犠（狀＋１）＝犠（狀）＋２μ（犘－犚犠（狀））　， （８）

犘＝犈［犢（狀）犡
（狀）］＝犈狊［犎１（狀），犎２（狀），…，犎犕

（狀）］
Ｔ
　， （９）

犚＝犈［犢犢
Ｈ］＝

犢１（狀）
２ … 犢１（狀）犢


犕
（狀）

 

犢

１
（狀）犢犕

（狀） … 犢犕
（狀）

烄

烆

烌

烎
２

＝犈狊

犎１（狀）
２
＋
σ
２

犈狊
… 犎１（狀）犎


犕
（狀）

 

犎

１
（狀）犎犕

（狀） … 犎犕
（狀）

２
＋
σ
２

犈

烄

烆

烌

烎狊

　．

（１０）
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因为犚＝犚
Ｈ，所以犚是一个埃尔米特矩阵，可以认为它是正定的．对犚进行酋相似变换可得：犚＝犙Λ犙

Ｈ；Λ

是一个对角阵，对角元素为犚的特征值，即Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λ犕）．按照ＬＭＳ算法的收敛理论
［３］，式（８）的

收敛的条件是 ［犐－２μΛ］
狀＋１
→０，其中犐是单位矩阵．而［犐－２μΛ］

狀＋１
→０的条件是０＜μ＜１／λｍａｘ，这样就会

导致μλｍｉｎ是一个较小的值，１／μλｍｉｎ会变得比较大．又因为１／μλ犿 对应的是第犿 个自然模式对应的收敛时间

常数，所以相关矩阵犚的特征值扩散度χ（犚）＝ｍａｘ（λ犿）／ｍｉｎ（λ犿）就决定了算法的收敛速度
［３］．

求得犚的特征值的解析式是比较困难的，但不妨以犕 ＝２来观察犚的特征值分布情况．可以求得犚犕＝２

的特征值为：λ１ ＝ 犎１（狀）
２
犈狊＋ 犎２（狀）

２
犈狊＋σ

２，λ２ ＝σ
２
．这时

χ（犚）犕＝２ ＝λｍａｘ／λｍｉｎ＝ （犎１（狀）
２
犈狊＋ 犎２（狀）

２
犈狊＋σ

２）σ
２
　． （１１）

令 犎犿
（狀）

２
犈狊／σ

２
＝犚ＳＮ犿 为第犿 条支路的接收信噪比，则

χ（犚）犕＝２ ＝犚ＳＮ１＋犚ＳＮ２＋１　． （１２）

说明输入信噪比越高，则算法将会收敛得越慢．这就解释了为什么输入信号之间的相关性会导致收敛性能恶

化．在实际情况中，每一帧ＯＦＤＭ信号中所能提供的训练信号通常是很有限的，即使不考虑其他因素，ＬＭＳ

算法也无法直接应用于分集信号的 ＭＭＳＥ合并．

３　约束条件下的快速收敛算法

３．１　理论最优权值

　　按照 ＭＭＳＥ准则，将式（２）～（４），（７）代入式（６）并令

Δ

（狀）＝０，经过比较复杂的推导，可以得到
［４］

［犠（狀）］ｏｐｔ＝
１

∑
犕

犽＝１

犎犽（狀）
２
＋σ

２／犈狊

犎（狀）　， （１３）

这也就是狀时刻理论上的最优权值向量．将式（１３）中的向量展开就可以发现，每一个最优权值（犠犿
（狀））ｏｐｔ是

对应信道参数犎犿
（狀）乘以一个系数，而这个系数对于每一条支路都是相同的，下面的分析主要是利用这个

特点．

３．２　约束条件分析

在实际的运算过程中，用 犲（狀）
２ 替代犈［犲（狀）

２］作为估计值，则梯度向量的估计值为

Δ∧
（狀）＝

犲（狀）
２

犠１
（狀）

，犲
（狀）

２

犠２
（狀）

，…，犲
（狀）

２

犠犕
（狀［ ］）

Ｔ

＝－２［ｅ
（狀）犢１（狀），ｅ

（狀）犢２（狀），…，ｅ
（狀）犢犕

（狀）］　．

（１４）

这是一个无偏估计量［３］．则权值向量的迭代公式为

犠（狀＋１）＝犠（狀）＋２μ［犡（狀）－犠
Ｈ（狀）犢（狀）］犢（狀）　． （１５）

从上面的分析知道，输入信号的高度相关会使收敛过程非常缓慢．为了找出快速收敛条件，令

Δ∧
（狀）＝［

Δ∧
１
（狀），

Δ∧
２
（狀），…，

Δ∧
犕
（狀）］

Ｔ，对

Δ∧
犿
（狀）做展开分析

Δ∧
犿
（狀）＝－２［犡

（狀）－犢
Ｈ（狀）犠（狀）］犢犿（狀）　，　犿＝１，２，…，犕　． （１６）

考虑到从犠（０），犠（１），…，犠（犾），…，犠（狀）这个迭代过程中，犠（犾）是随机变量．对

Δ∧
犿
（犾）取统计平均，可得到

犈［

Δ∧
犿
（犾）］＝－２犈狊犎犿

（犾）＋２犈狊犎犿
（犾）∑

犕

犽＝１

犈［犠犽
（犾）］犎

犽
（犾）＋２σ

２
犈［犠犿

（犾）］　． （１７）

从３．１节可知，最优权值 （犠犿
（狀））ｏｐｔ＝犎犿

（狀） ∑
犕

犽＝１

犎犽（狀）
２
＋σ

２／犈（ ）狊 是其对应的信道参数犎犿
（狀）的齐

次线性函数，且系数与支路标号犿无关．笔者的目标是让迭代过程中每一步得到的权值（统计均值）都是最

优权值的齐次线性函数，这样算法就能快度收敛到最优权值附近．这就要求式（１７）中的每一项都是犎犿
（狀）

的齐次线性函数．显然，只有满足

犎犿
（０）＝犎犿

（１）＝ … ＝犎犿
（狀）　， （１８）

即信道参数在迭代过程中无变化，这个目标才有可能实现．这时，式（１７）中的第１项满足条件；第２项和第３
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项与犠犽
（犾）有关，需要加上某些约束条件．接下来的信道参数记为犎犿

，最优权值记为（犠犿
）
ｏｐｔ．提出下面的

假设

犈［犠犿
（犾）］＝β（犾）犎犿　， （１９）

其中β（犾）是一个与犿无关的系数．如果这个假设成立，并将式（１８）代入式（１７）可得

犈［

Δ∧
犿
（犾）］＝ －２犈狊＋２犈狊β（犾）∑

犕

犽＝１

犎犽（ ）２ ＋２σ２β（犾［ ］）犎犿　． （２０）

这样犈［

Δ∧
犿
（犾）］就成为犎犿

得齐次线性函数．下面分析式（１９）成立的条件．考虑到

犠犿
（狀＋１）＝犠犿

（狀）－μ

Δ∧
犿
（狀）＝犠犿

（０）－μ∑
狀

犾＝０

Δ∧
犿
（犾）　． （２１）

所以，要让式（１９）成立，初始权值犠犿
（０）必须设置为零，即

犠犿
（０）＝０　，　犿＝１，２，…，犕　． （２２）

这样，可以确定β（０）＝０，并从式（１７）可得犈［

Δ∧
犿
（０）］＝－２犈狊犎犿．通过联立方程组

犈［

Δ∧
犿
（０）］＝－２犈狊犎犿　， （２３ａ）

犈［犠犿
（犾）］＝－μ∑

犾－１

狊＝０

犈［

Δ∧
犿
（狊）］　， （２３ｂ）

犈［犠犿
（犾）］＝β（犾）犎犿　， （２３ｃ）

犈［

Δ∧
犿
（犾）］＝ －２犈狊＋２犈狊β（犾）∑

犕

犽＝１

犎犽（ ）２ ＋２σ２β（犾［ ］）犎犿　， （２３ｄ

烅

烄

烆 ）

求其余β（犾）过程如下：将式（２３ａ）代入式（２３ｂ），可以得到犈［犠犿
（１）］是犎犿

的齐次线性函数，这样在犾＝１时

式（２３ｃ）的假设是成立的，并且可以得到β（１），再将β（１）代入式（２３ｄ），得到的犈［

Δ∧
犿
（１）］也是犎犿

的齐次线

性函数．重复这个过程，就可以得到犾≥１时β（犾）的值是 犎犿
的齐次线性函数．又因为β（０）＝０，所以

犈［犠犽
（犾）］＝β（犾）犎犽 成立．

下面证明β（狀）收敛后犈［犠犿
（狀）］与（犠犿

）
ｏｐｔ
等价．将式（２０），（２２）代入式（２１）可得

犈［犠犿
（狀＋１）］＝２μ犈狊犎犿∑

狀

犾＝０

１－ ∑
犕

犽＝１

犎犽（ ）２ β（犾）－σ２／犈狊·β（犾［ ］）　． （２４）

所以 β（狀＋１）＝２μ犈狊∑
狀

犾＝０

１－ ∑
犕

犽＝１

犎犽（ ）２ β（犾）－σ２／犈狊·β（犾［ ］）　． （２５）

经过变形后可得β（狀＋１）＝β（狀）＋２μ犈狊 １－ ∑
犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ

２／犈（ ）狊β（狀［ ］）　． （２６）

当算法收敛时β（狀＋１）＝β（狀），这时

１－ ∑
犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ

２／犈（ ）狊β（狀）＝０　． （２７）

定义β０ 为β（狀）的最终收敛值，则

β０ ＝１ ∑
犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ

２／犈（ ）狊 　． （２８）

将式（２８）代入式（１９），得到的结果与式（１３）中给出的理论最优权值（应用条件式（１８））完全相同．这就证明了

每一次迭代，犈［犠犿
（犾）］都是最优权值的齐次线性函数，且最终收敛于最优权值．

从推导过程来看，式（１），（１８），（２２）给出的约束是必要的．将约束条件所对应的物理条件总结如下：（１）

输入自适应滤波器的每一条支路信号具有相同的期望输出犡（狀），这是自适应合并的前提条件；（２）在一帧

信号时间内，信道参数基本无变化，而下一帧重新开始训练，这在如 ＭＢＯＦＤＭ等高数据速率系统中是合理

的；（３）权值的初始值置零．从文献［２］可知，算法对式（１）的要求并不是很严，接收到的分集信号经过某种变

换后具有期望输出犡（狀）也是可以的，这里不做详细说明．

３．３　约束条件下的算法性能分析

定义第犿个权值在时刻犾的递进量为Δ（犠犿
（犾））＝犈［犠犿

（犾＋１）］－犈［犠犿
（犾）］，从式（２４）可以求得
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Δ（犠犿
（犾））＝２μ犈狊犎犿 １－ ∑

犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ

２／犈（ ）狊β（犾［ ］）　． （２９）

再将式（２８）代入可得 Δ（犠犿
（犾））＝２μ犈狊犎犿

［１－β（犾）／β０］　． （３０）

所以有 Δ（犠犿
（犾））

（犠犿
）
ｏｐｔ－犈［犠犿

（犾）］
＝

Δ（犠犿
（犾））

β０犎犿－β（犾）犎犿

＝
２μ犈狊

β０
　， （３１）

（犠犿
）
ｏｐｔ－犈［犠犿

（犾＋１）］

（犠犿
）
ｏｐｔ－犈［犠犿

（犾）］
＝
（犠犿

）
ｏｐｔ－犈［犠犿

（犾）］－Δ（犠犿
（犾））

（犠犿
）
ｏｐｔ－犈［犠犿

（犾）］
＝１－

２μ犈狊

β０
　． （３２）

式（３２）说明权值误差 （（犠犿
）
ｏｐｔ－犈［犠犿

（犾）］）按照（１－２μ犈狊／β０）
犾 衰减，具有指数特性．其收敛的条件为

１－２μ犈狊／β０ ＜１，解不等式并将β０ 展开可得

０＜μ＜１ 犈狊∑
犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ（ ）２ 　， （３３）

即μ取一个小于输入信号能量倒数的值即可保证权值收敛．２μ犈狊／β０１时，权值误差衰减的时间常数（权值

误差衰减为其初始值的１／犲时需要的迭代次数，犲是自然对数的底）近似为

τ犮 ＝１
２μ犈狊

β
（ ）

０

＝
１

２μ 犈狊∑
犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ（ ）２

　． （３４）

可以近似认为 犈狊∑
犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ（ ）２ 是输入信号的总能量，对步长参数 μ 进行归一化处理：μ＝

珘
μ 犈狊∑

犕

犽＝１

犎犽
２
＋σ（ ）２ ，则

τ犮 ＝１／２珘μ　， （３５）

其中珘μ是一个小的正常数．这说明受约束的ＬＭＳ算法每个权值收敛的时间常数相同，且完全受归一化的步

长参数控制，不受输入信号之间相关性的影响．

４　结 束 语

分集信号的 ＭＭＳＥ合并是自适应滤波器的一种新的应用，具有突出的优点．首先，ＬＭＳ算法本身有很

低的运算复杂度；其次，与传统的合并方法相比，无需信道状态信息，也就避免了信道估计误差对合并性能的

影响；最后，还可以根据收敛权值得到各分集子信道的信道状态，提供给系统的其他环节使用．
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