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任意分布参数平面连杆机构运动精度可靠性稳健设计

张义民 黄贤振 贺向东

【摘要】 将可靠性优化设计理论、可靠性灵敏度技术和稳健设计方法相结合，讨论了具有任意分布参数的平

面连杆机构运动精度可靠性稳健设计问题，提出了可靠性稳健设计的数值计算方法。在基本随机参数的前四阶矩

已知的情况下，通过计算机程序可以实现平面连杆机构的运动精度可靠性稳健优化设计，迅速准确地得到平面连

杆机构的设计信息。
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引言

在传统的机构分析和设计过程中，研究者通常

采用确定性研究模型。然而机构构件在设计、加工

和装配过程中难免会产生误差。另外机构在使用过

程中，还会受到腐蚀、磨损和热变形等诸多客观因素

的影响。因此在实际使用时，理论上可行的机构，往

往难以达到运动精度要求。在工程中，彻底消除这

些影响因素显然是不切实际的，而在设计机构时，设

法减轻它们对运动精度及其可靠性的影响却是相对

容易的。也就是对机构进行运动精度可靠性和可靠

性稳健设计，把机构运动精度可靠度和可靠性灵敏

度加入到目标函数之中，使设计所得机构在具有高

运动精度的同时具有较高的运动精度可靠性和稳健

性［１～３］。

文献［４～６］将机构运动精度可靠性作为约束条

件，建立了机构可靠性优化设计模型。文献［７～９］

初步探讨稳健性设计方法在机构设计中的应用，将

稳健设计方法融入到传统的机构优化设计模型中。

本文将综合考虑机构运动精度、可靠性以及可靠性

稳健要求，结合可靠性优化设计、可靠性灵敏度设计

和稳健设计理论，采用随机摄动法、犈犱犵犲狑狅狉狋犺



级数



方法及相应的经验修正公式，以工程中广泛应用的

平面连杆机构为例，提出一种机构运动精度可靠性

稳健设计的数值计算方法。

１ 连杆机构的运动精度模型

设机构输入、输出关系可由一组独立的运动方

程描述

犉（犝，犞，犔）＝０ （１）

式中 犉———独立运动方程组

犝———机构输出参数向量

犞———机构输入参数向量

犔———机构结构件参数向量

通过式（１）可解出输入、输出运动关系

犝＝犝（犞，犔） （２）

采用矩阵法对机构运动精度进行分析［１０］。在

时刻狋将式（１）在各随机变量均值处一阶犜犪狔犾狅狉展

开为

犉
犝犜
Δ犝＋

犉
犞犜
Δ犞＋

犉
犔犜
Δ犔＝０ （３）

式中犉／犝犜、犉／犞犜、犉／犔犜为雅克比矩阵，矩

阵中各元素在各随机变量均值处取值。

由式（３）可解得

Δ犝＝－
犉
犝
［ ］犜

－１ 犉
犞犜
Δ犞＋

犉
犔犜
Δ（ ）犔 （４）

令 犃＝－
犉
犝
［ ］犜

－１ 犉
犞犜

，犉
犔

［ ］犜
Δ犢＝［Δ狏１，Δ狏２，…，Δ狏犿，Δ犾１，Δ犾２，…，Δ犾狊］

犜

则 Δ犝＝犃Δ犢 （５）

式中 犃———敏度系数矩阵

Δ犢———基本设计参数误差向量

２ 可靠性分析

对于平面连杆机构，为了保证机构能够正常工

作，必须使其运动输出误差保持在允许范围内，即

｜Δ犝｜＝｜犝－犝｜≤｜ε｜ （６）

亦即 －｜ε｜≤｜Δ犝｜≤｜ε｜ （７）

式中 ε———允许输出运动误差向量

犝———理想运动输出向量

为了简化叙述过程，这里仅考虑运动精度满足

上限｜Δ犝｜≤｜ε｜时的可靠性问题。以相同的方法，

可以求得运动精度满足下限－｜ε｜≤｜Δ犝｜的可靠

度。对应于输出分量狌犻的可靠度可以定义为

犚＝∫犵（δ，狉）＞０犳（犣）犱犣 （８）

式中犳（犣）为机构运动输出误差允许值δ＝ε犻和输

出误差狉＝Δ狌犻的联合概率密度函数；犵（δ，狉）为状

态函数，可以表示机构的两种状态

犵（δ，狉）≤０ （失败状态）

犵（δ，狉）＞０
｛ （安全状态）

（９）

式中犵（δ，狉）＝０为极限状态方程，代表极限状态

面，也就是失败面。

根据状态函数的定义，平面连杆机构运动精度

极限状态函数可以表示为

犵（δ，狉）＝δ－狉 （１０）

可以认为机构运动输出误差允许值δ与输出误差狉

是相互独立的随机变量。

状态函数的前四阶矩可以表示为

μ犵＝犈［犵（δ，狉）］＝μδ－μ狉

σ２犵＝犞犪狉［犵（δ，狉）］＝σ
２
δ＋σ

２
狉

θ犵＝犈［犵（δ，狉）－犵（δ，狉）］
３＝θδ－θ狉

η犵＝犈［犵（δ，狉）－犵（δ，狉）］
４＝ηδ＋η狉＋６σ

２
δσ
２

烅

烄

烆 狉

（１１）

可靠性指标定义为

β＝
μ犵

σ犵
（１２）

在基本随机参数向量服从正态分布时，可以获得可

靠度的一阶估计量

犚＝Φ（β） （１３）

式中 Φ（·）———标准正态分布函数

当基本随机参数向量不全服从正态分布时，可

根据犈犱犵犲狑狅狉狋犺级数方法
［１１］，将服从任意分布的标

准化了的随机变量概率分布函数近似地展开成为标

准正态分布函数，即

犉（狔）＝Φ（狔）－φ（狔 ［）１６
θ犵

σ３犵
犎２（狔）＋

１
２４
η犵

σ４犵

烄

烆

烌

烎
－３犎３（狔）＋

１
７２

θ犵

σ３

烄

烆

烌

烎犵

２

犎５（狔）＋ ］… （１４）

式中 φ（·）———标准正态分布概率密度函数

犎犼（狔）———犼阶犎犲狉犿犻狋犲多项式

犎犼（狔）递推关系为

犎犼＋１（狔）＝狔犎犼（狔）－犼犎犼－１（狔）

犎０（狔）＝１

犎１（狔）＝

烅

烄

烆 狔

（１５）

据此可靠度为

犚（β）＝犘［犵（犡）＞０］＝１－犉（－β） （１６）

犈犱犵犲狑狅狉狋犺级数可以任意精确地逼近随机参数

的真实分布，但通常取级数前４项即可得到较好的

近似。用式（１６）计算可靠度时，有时会出现犚＞１

的情况。计算实践表明，当有犚＞１情况出现时，采

用经验修正公式
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犚（β）＝犚（β）－
犚（β）－Φ（β）

［１＋（犚（β）－Φ（β））β］β
（１７）

所获得的计算结果要比使用犈犱犵犲狑狅狉狋犺级数更接近

于犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅数值模拟结果
［１２］；当没有犚＞１情况

出现时，犈犱犵犲狑狅狉狋犺级数可以获得足够精确的解。

３ 可靠性灵敏度分析

可靠度对基本设计向量犡＝［犡１，犡２，…，犡狀］
犜

均值和方差的灵敏度为

犱犚
犱犡犜

＝
犚（β）

β

β
μ犵

μ犵

犡犜
（１８）

犱犚
犱犞犪狉（犡）

＝
犚（β）

β

β
σ犵
＋
犚（β）

σ

烄

烆

烌

烎犵

σ犵

犞犪狉（犡）

（１９）
其中

犚（β）

β
＝φ（－β｛）１－ ［β １６

θ犵

σ３犵
犎２（－β）＋

１（２４
η犵

σ４犵
）－３·

犎３（－β）＋
１（７２
θ犵

σ３
）

犵

２

犎５（－β ］） ［－ １
３

θ犵

σ３犵
犎１（－β）＋

（１８
η犵

σ４犵
）－３犎２（－β）＋

５（７２
θ犵

σ３
）

犵

２

犎４（－β ］｝）

β
μ犵
＝
１
σ犵

μ犵

犡犜
［＝ 犵

犡１
，
犵

犡２
，…，

犵

犡 ］狀
β
σ犵
＝－

μ犵

σ２犵

犚（β）

σ犵
＝φ（－β ［）１２

θ犵

σ４犵
犎２（－β）＋

１
６

η犵

σ５犵
犎３（－β）＋

１
１２

θ２犵

σ７犵
犎５（－β ］）

σ犵

犞犪狉（犡）
＝
１
２σ［犵

犵

犡

犵


］犡

把已知条件和可靠性计算结果代入式（１８）和

式（１９），就可以获得可靠性灵敏度犱犚／犱犡犜和犱犚／

犱犞犪狉（犡）。

当犈犱犵犲狑狅狉狋犺级数估算可靠度出现犚＞１的情

况时，应用经验修正公式的导数来计算系统的可靠

性灵敏度会比使用式（１８）和（１９）所获得的结果更加

精确（有时式（１８）和式（１９）计算的结果是不正确

的）。此时，可靠度犚对可靠性指标β的灵敏度为

犚

β
＝
犚（β）

β
［＋ 犚（β）

β
－φ（β ］）β

（β－１）（犚（β）－Φ（β））－１
［１＋（犚（β）－Φ（β））β］β

＋１ ＋

（犚（β）－Φ（β））｛［１＋（犚（β）－Φ（β））β］犾狀（１＋（犚（β）－Φ（β））β）＋（犚（β）－Φ（β））β｝

［１＋（犚（β）－Φ（β））β］β
＋１

（２０）

用式（２０）替换式（１８）和式（１９）中的犚（β）／β，即

获得可靠性灵敏度犱犚／犱犡犜和犱犚／犱犞犪狉（犡）。

４ 可靠性稳健设计

可靠性稳健设计问题的数学模型可表示为

犿犻狀犳（犡）＝∑
狀

犽＝１

ω犽
犳犽（犡）

犳犽（犡
犽）

狊．狋．狇犻（犡）≥０ （犻＝１，２，…，犾）

犺犼（犡）＝０ （犼＝１，２，…，犿

烅

烄

烆 ）

（２１）

式中 ω犽———分目标函数犳犽（犡）的加权因子，ω犽≥０

犡犽———单目标最优点

在本文中取３个分目标，犳１（犡）为机构运动精

度函数，犳２（犡）为机构运动精度可靠度函数，犳３（犡）

为机构运动精度可靠度对基本设计向量犡 均值的

灵敏度函数。

５ 四杆机构可靠性稳健优化设计

如图１所示平面四杆机构，以点犕 的位置坐标

犕（狓，狔）和输出角度α２、α３为研究对象，则输出向

量可表示为犝＝［狓，狔，α２，α３］
犜，输入运动参数为

犞＝α１，结构参数（设计参数）向量为犔＝［犾１，犾２，犾３，

犾４，犾５，α５］
犜。

图１ 平面四杆机构

犉犻犵．１ 犘犾犪狀犪狉犳狅狌狉犫犪狉犾犻狀犽犪犵犲犿犲犮犺犪狀犻狊犿

采用右手定则，角度的逆时针方向为正，且矢量

角度总是在其根部而非头部度量，可建立平面四杆

机构输入与输出关系的均值模型

犉＝

狓－犾１犮狅狊α１－犾５犮狅狊（α２＋α５）

狔－犾１狊犻狀α１－犾５狊犻狀（α２＋α５）

犾１犮狅狊α１＋犾２犮狅狊α２－犾３犮狅狊α３－犾４

犾１狊犻狀α１＋犾２狊犻狀α２－犾３狊犻狀α

烅

烄

烆 ３

（２２）
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由该均值模型即可求得有关雅克比矩阵，进而可以

对该四杆机构进行运动精度可靠性稳健设计，得出

各设计变量的几何尺寸。

６ 数值算例

用可靠性稳健设计方法，设计一如图１所示的

曲柄摇杆机构，使点 犕 的轨迹经过表１中的９个

点。已知曲柄匀速旋转（角加速度均值为０）角速度

α
·

１＝１０狉犪犱／狊。构件的几何尺寸服从正态分布规律；

曲柄旋转角加速度服从任意分布，其前四阶矩为

（α
··

１）＝（０狉犪犱／狊
２，６４０００×１０－３狉犪犱２／狊４，－１２３２２×

１０－３狉犪犱３／狊６，５９７９７×１０－４狉犪犱４／狊８）。点 犕 坐标

（狓，狔）运动精度误差的允许值为δ１＝０００３犿，δ２＝

０００２犿。要求设计所得机构在整个工作过程中点

犕 的输出坐标值的可靠度犚≥０９９９；机构传动角

γ≥４０°；点犕 轨迹精确地经过２和８两个位置。

表１ 点犕 的理想轨迹

犜犪犫．１ 犘狉狅狊狆犲犮狋犻狏犲犾狅犮狌狊狅犳狆狅犻狀狋犕

序号 α１／（°） 犡／犿 犢／犿

１ ３０ ０．０２３４ ０．１０４７

２ ４５ ０．０２２０ ０．１１９８

３ ６０ ０．０１７１ ０．１３０９

４ ７５ ０．００８９ ０．１３７７

５ ９０ －０．００１７ ０．１４００

６ １０５ －０．０１３８ ０．１３７９

７ １２０ －０．０２６１ ０．１３１９

８ １３５ －０．０３７９ ０．１２２３

９ １５０ －０．０４８１ ０．１０９９

（１）讨论设计变量

机构结构件几何尺寸的标准差可以根据公差标

准确定，一般情况下公差尺寸为其名义尺寸的

０００１５倍，若取此公差尺寸的３σ水平，则变差系

数犮＝０００５。因此这里以机构结构件几何尺寸的

均值为基本设计变量。

（２）建立目标函数

以点犕 轨迹偏差最小为设计目标，则

犳１＝（犡）＝∑
９

犻＝１

［（狓
（犻）
犕 －狓

（犻）
犕 ）２＋（狔

（犻）
犕 －狔

（犻）
犕 ）２］

（２３）

其中（狓
（犻）
犕 ，狔

（犻）
犕 ）和（狓

（犻）
犕 ，狔

（犻）
犕 ）分别为点犕 实际

经过位置的坐标以及理想情况下应经过位置的坐

标。

以机构在各位置处的运动精度可靠度满足设计

要求为设计目标，则

犳２（犡）＝（犿犻狀犚
（犻）
狓 －犚狓０）

２＋（犿犻狀犚
（犻）
狔 －犚狔０）

２

（２４）

式中 犚
（犻）
狓 、犚

（犻）
狔
———在犻位置处点犕 轨迹在狓、狔

轴方向的运动精度可靠度

犚狓０、犚狔０———点 犕 轨迹在狓、狔轴方向所要

求的可靠度

以特定位置处机构运动精度可靠度对基本设计

变量均值的灵敏度最小为设计目标，则

犳３（犡）＝∑
犻＝２，８
∑
６

犼＝
［（

１

犚
（犻）
狓犔

犡 ）
犼

２

（＋ 犚
（犻）
狓犝

犡 ）
犼

２

（

＋

犚
（犻）
狔犔

犡 ）
犼

２

（＋ 犚
（犻）
狔犝

犡 ）
犼
］
２

（２５）

式中犚
（犻）
狓犔 ／犡犼、犚

（犻）
狔犔
／犡犼表示在犻位置处点犕 轨

迹满足下限Δ狓≤δ１和Δ狔≤δ２时，运动精度可靠度

对设计参数均值的灵敏度；犚
（犻）
狓犝 ／犡犼、犚

（犻）
狔犝
／犡犼

表示点犕 轨迹在满足上限Δ狓≥－δ１和Δ狔≥－δ２
时，运动精度可靠度对设计参数均值的灵敏度。

（３）建立约束条件

有一种合乎设计需要的约束条件为假定输入杆

是一个曲柄（即能作整周运动）。对此可导出２个不

等式约束

犾１＋犾４－犾２－犾３＜０

（犾２－犾３）
２－（犾４－犾１）

２＜
烅
烄

烆 ０
（２６）

要想获得较高的传动质量，需要对机构的传动

角的范围进行限制，即

犾２３＋犾
２
２－（犾４－犾１）

２

２犾２犾３
－犮狅狊４０°＜０

犮狅狊１４０°－
犾２３＋犾

２
２－（犾４＋犾１）

２

２犾２犾３
＜

烅

烄

烆
０

（２７）

点犕 轨迹要精确地经过２和８两个位置，即

狓
（２）
犕 ＝００２２０

狔
（２）
犕 ＝０１１９８

狓
（８）
犕 ＝－００３７９

狔
（８）
犕

烅

烄

烆 ＝０１２２３

（２８）

式中 （狓
（２）
犕 ，狔

（２）
犕 ）、（狓

（８）
犕 ，狔

（８）
犕 ）———点犕 在２和８

两个位置时的

坐标

（４）优化求解

由设计变量、目标函数和约束条件建立优化设

计模型，编制计算机程序求解得机构各构件的几何

尺寸为犾１＝００５９８６０４犿，犾２＝０１６４５４８０犿，

犾３＝ ０２０１７５９５１犿，犾４＝ ０２３０２１９６犿，犾５＝

００８００９４７犿，α５＝０８５７３９３８狉犪犱。

（５）结果分析

设计所得平面四杆机构的最小传动角和最大传

动角分别为：γ犿犻狀＝５４２８４５１°，γ犿犪狓＝１０４２６７２３°。

犕 点在各位置的坐标及运动精度可靠度如表２所
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表２ 点犕 的轨迹及其运动精度可靠度

犜犪犫．２ 犓犻狀犲犿犪狋犻犮犪犮犮狌狉犪犮狔狉犲犾犻犪犫犻犾犻狋狔犪狀犱犾狅犮狌狊狅犳狆狅犻狀狋犕

序号 α１／（°） 犡／犿 犢／犿 犚狓 犚狔

１ ３０ ００２３２６７２７ ０１０４７５４８９ ０９９９８６２２４４０ ０９９９９５４９１８１

２ ４５ ００２２０００００ ０１１９８００００ ０９９９９１８９５８８ ０９９９９６５１８８０

３ ６０ ００１７０６４１８ ０１３０８９５２９ ０９９９９５４９９０４ ０９９９９５３５８４３

４ ７５ ０００８８６１６４ ０１３７６４０５１ ０９９９９７７０８６４ ０９９９９３２７１４６

５ ９０ －０００１７７９１４ ０１３９９３５４３ ０９９９９８４９９５２ ０９９９９３０２９３４

６ １０５ －００１３８１９３３ ０１３７８９８０１ ０９９９９８７８６６３ ０９９９９５４６６７５

７ １２０ －００２６１８６９６ ０１３１８４７９０ ０９９９９８０８０４３ ０９９９９７３８４８９

８ １３５ －００３７９００００ ０１２２３００００ ０９９９９６８５３３６ ０９９９９９１１６０２

９ １５０ －００４８１４３００ ０１０９９３９５８ ０９９９９３７５５３８ ０９９９９９７０３４５

示。与传统机构优化设计（综合）所得机构相比，采

用可靠性稳健设计所得机构同样具有较高的运动精

度，且其稳健性得到了明显改善。

７ 结束语

很好地解决了具有任意分布参数的平面连杆机

构运动精度可靠性稳健设计问题。数值算例证实，

应用本文中的方法对具有任意分布参数的平面连杆

机构进行运动精度可靠性稳健设计，可得到既满足

运动精度可靠性要求，又具有较高运动精度和稳健

性的平面四杆机构。
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