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摘 要：把带权的排序问题 1II> ，C 表示成一个=次规划，证明这个=次规划最优解 

的充分必要奈件是成立wsPT规则，从而也证明WSPT规则是带权排序问题的充分必要 
JJ r 

蒂件．同时还证明了1II∑w,C，问题目标函数的的最小值是∑∑p ，为用=次规 
⋯ 1 一 l 

划研 究其他带权的排序 问题打下基础． 
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0 引 言 

近年来，用线性规划、二次规划和半定规划等数学规划方法来研究组合最优化问题(包括排序 

问题)得到了不少新的成果口 ，1 99．5年 GOEMANS和 WII LIAMSON  ̈把图论 中最大割问题 

松弛成为半定规划，再用随机化方法对这个问题提出近似算法，使得到的近似算法的界达到0．651， 

改进了当时最好的界0．5．这是第一次用半定规划成功研究组合最优化问题．这个成果引起了国际 

学术界 的关注．叶荫字用半 定规划对最大割问题提出的新的算法，使近似算法 的界达到了 

0，699[“J．韩继业 和徐太JI 用半定规划对不同推广的最大割问题分别提出算法使近似解的界 

分别为0．656ga0．6445．因此，用二次规划和半定规划来研究 NP困难的组合最优化问题是一个很 

有前途的方向． 

我们知道 1Il> C．是一个经典的排序问题，其最优解的充分必要条件是SPT序，即把所有的 

工件按它们的加工时间 的非降次序排列，并按这一次序对各工件进行加工，就能使所有工件的 

完工时间之和达到最小，反之亦然．罗守成、张峰、唐国春“ 用二次规划描述单机排序问题，他们把 

不带权的排序问题 1ll> c 转化成指派问题，从而用指派问题的匈牙利算法证明SPT序是问题 

1I> C 最优解的充分条件一 ．这个结论似乎很平凡而且并没有证明必要性，但对于用二次规划来 

研究排序问题是一个很有意义的进展．正是在此文的基础上，张峰、唐国春 ” 用凸二次规划松弛的 

方法研究加工时间的可控排序问题 1I cptI> Cj+ >：c t 这里 cpt代表“加工时间可控 

(controllable processing times)”．张峰、唐国春一” 用凸二次规划松弛的方法对这个 NP难题 提出界 

为1．j的多项式时问近似算法．他们还把这个方法运用到平行机排序问题．并得到相应的结果 ． 

早在l 956年SMITHn 就证明带权的排序问题 1 > 存在一个最优解是WSPT(Weighted 
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Shortest Processing Time)序，即把所有的工件按p,／'W 的非降次序排列，并按这一次序对各工件进 

行加工．就能使所有工件加权的完工时间之和达到最小．笔者用二次规划不但重新证明这个结论 ． 
I 

而且证明序是最优解的必要条件，还证明问题1 ∑ C 的最小值是∑∑ ，其中 一 
1 一 I 

{ (1)． (2)，⋯，7r(n)}是 WSPT序，从而为用二次规划研究其他带权的排序问题打下基础． 

1 问题的提出 

设有 n个工件的工件集 l，一 iJ ，l，z，⋯， ， }要在同一台机器上加工 ．设工件 (J— l，2．⋯， ) 

的加工时间为 ，，权为 ．完工时间为 ．这里权表示工件的“重要性”，是取正数值．我们考虑的单 

机排序问题1l∑ C 是要确定一个排法使所有工件的加权完工时间之和∑zo~( 为最小． 
J J 

2 二次规划 

2．I 约束条件 

记 P!( ，户 ，⋯， ) 和W !(甜 ，叫 ，⋯， ) 分别表示工件集l，的加工时间向量和权向量． 

以 阶方阵X⋯ = ( ． )表示工件集 ，中的工件的加工状态，其中 

f l 表示工件 l， 在机器上排在第z个位置上加工 

【0 表示机器上第 i个位置上加工的工件不是 l，， 

由于每个工件在机器上只能加工一次，机器每次只能加工一个工件，而工件在任何时刻只能处于加 

工或不加工状态，所以对 有如下的约束 ： 

∈fo，1}， ∑t =1( —l，2，⋯，月)． ∑ ， =l( —l，2，⋯，月)． (2．1) 

下面的引理是不证 自明的． 

引理I 阶方阵五一 一( )所描述的工件加工状态能够作为任何单机排序问题的可行解的充分 

必要条件 咒 为满足约束条件(2．I)． 

2 2 目标函数 

对 x一 一 ( ． )，我们记x．为其第i行的行向量， 为第 列的列向量，则： 

(1)机器上第 个工件的加工时间为 ； 

(2)机器上前t个工件的加工时间之和为屿 ∑∑丑 ，此和即为第 个工件的完工时问 
一 L j l 

(3)工件 ， 的完工时间也可表示为∑“̂ =∑∑∑ p 薯 ； 
，=1 f= L ，一 l = l 

(4)因此工件t， 的加权完工时间为 ∑“ 。=∑∑∑∑屯 ； 
I ⋯ 1 — 1 一 一 1 

(5)所有工件的加权完工时间之和∑∑∑∑ P 一∑∑X PW x 
J= I — l =̂ l = 1 =L 

2．3 二次规划 

由以上讨论知排序问题1ll∑ 等价于下列整数的二次规划； 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


上海 师范太学学报(自然科学版) 

min∑∑ ．PⅣ 

3 WSPT的最优性 

霞 l，7—1，2．⋯，H 1，i一1，2．⋯，H (2．2) 
定理2排列 ：( (1)， (2)．⋯， ( ))是问题1II∑"w'jC 的最优排列的充分必要条件是 

WSPT规则成立，即成立 兰≤ ≤⋯≤ 景· 
3．1 充分性的证 明 

为了简化计算我们假设工件已满足WSPT／~，即已按 ≤ ≤ ⋯≤ 排列了，这时只要证 

明：如果鲁≤ ≤⋯≤ ，则 一 一 ( 为单位阵)为二次规划(2·2)的的最优解一也就是 一 
(1，2，⋯， )为lII∑ c 的最优序．为此，下面我们先看下面两个引理 

引理3 如果 —l，则 

∑∑ 尸w =∑∑p／v：5． (3-1) 

引理4 如果 Pt ≤ ≤ ⋯≤ 鱼
zo．

则有 ( )一R(n)一0，其中 

R( )一f‘A+ +⋯+户r一 一A‘ +1+⋯+ ̂ ， ，。，⋯’ 一 (3．2) 
10． ⋯  

这两个引理的证明都较简单，将条件代人即可得，有了上面两个引理我们用数学归纳法来证明 

定理的充分性 

当 ”一 2时：表示这台机器加工两个工件，这时工件加工的次序一El有两种： 一 (1，2)或 

= (2．1)．当加工次序为 =(1，2)，即xzx z— 】，代人有： 
∑∑ PⅣ = + z z+pizoz- 

当加工次序为 一(2，1)，即 一 )时 
pwrxI~ 】十 z z · 

如果 ≤ ， x z— 时 - 有最小值 ，此时工件 排在工件 。前 

面 ，所以当 n 2时定理成立· 

假设定理当 一s时成立，即当￡≤ ≤⋯≤ 及 m一 时· 为 

∑∑蜀PⅣ 的最小值． 
⋯ I 一 1 

当 ：s+ 1时，我们要证明充分性也成立，对 一 1，2，⋯， 十1先引人记号： ， 分别为 
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尸= {A，P ，⋯，P ) ，Ⅳ = { ，训z，⋯， J十l 去掉第 个̂ 元素后的 维问量 - 为 XlJ+ —j 

去掉第 + 1行第 列的元素后的 阶方阵． 

当 co
t

≤ ≤ ⋯≤ ，设x c一 一 为满足二次规划问题(2·2)的条件的方阵·再设此方阵 

的第 + 1行第 列交点的元素为1，则 一1行其余元素和第 列的其余元素均为0，将第 +1行 

第 列̂的元素去掉后的方阵x 为满足 n— 时~--次规划问题(2 2)的条件的 阶方阵．此时有 

∑∑蜀．PⅣ x =∑∑X P +∑X，．， = 

∑∑X ．P(w ) (x1) +(p +P +⋯+ 件t) ． 

由前假设 ≤ ≤⋯≤ 及P ．Ⅳ 的定义必有篙≤鬟≤⋯≤箬，再根据前面 = 时的 
假设有：x 一，为 一s时二次规划问题(2．2)的最优解，最小值为∑∑X 尸(Ⅳ ) (x ) 一 

∑(∑ ) ． 

再来看n— +l时二次规划问题(2 2)的最优解和最小值，因为 ，Ⅳ 为尸．Ⅳ去掉第 行所 

得的 维向量，所以对任意 一1．2．⋯， + 1都有： 

rain(∑∑X PⅣ』 )一nfin{∑(∑ ) +(A十 +⋯+p ) 

∑ 
J一 1 

∑ 
J l 

∑ 
= t 

)础 + 

) + 

+∑户{) +(∑ )u 一 

PJ+∑ ) +(∑ ) = 

P ) + 尺( )(其中 R( )同前引理 4所设) 

如果 甜P2
。

≤ ⋯ ≤ ．由引理 4知：m in R(k)一 R( + 1)= 0，所 以(2．2)的最小值为 

{ (妻 ．+R( )J一莹 p m inR(k)4-rain 世 { c ”一+ 肋，一 
⋯ l 】 J L l 】 】 一 

∑Pjt (最小值在  ̂ +1时取得) 
J— t 

此时Xt*+ll X O+1)一ix 1一 ： )一 就是二次规划问题cz z 的最优解．所以对一 
切 ，如果 ≤ ≤ ⋯ ≤ ，则 x = ，是二次规划(2．2)的最优解 ，排序 一 (1，2，⋯ ， + L)是 

问题1I ∑ ，Cj的最优加工顺序，∑rzJ~C 的最小值为∑∑ ”． 

3 2 必要性的证明 

要证明：如果 X 是二次规划问题(2．2)的最优解，它所对应的加工顺序为 Ⅱ一 { (1)， c2)， 

⋯
， ( )}，则 必成市 ： 

只要证明下式即可 

≤ ≤ ⋯ ≤ 
础  (1】 ft2) 础  ( ) 

一

P-o'I≤ 
础 (1 J 议0f．+：】 

对 = l，2，⋯， 及任意满足约束条件(2．1)的方阵 ⋯ 均有下式成立 

(3．3) 

(3．4) 

∑̈ ∑ ∑ 
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∑∑X |_ t "1 ∑ ∑ X ，J 职 +∑X 
．P +∑X P t (3．5) 

一 1．r≠ tHf一 1． ≠ IH 』= 1 ～  

设 是二次规划问题(2．2)的最优解，则有 一{ ： ；一在(3．5)式中令 — 一· 
m— i有 

min∑∑X，P 一∑∑ ，J ( ) 一 

∑ ∑ PⅣ』(五：) 十∑ P cI) Ⅳ ∑( ：) (3．6) 

现定义 阶方阵 2 ( 一1，2，⋯， 1)为由最优解Z 的i行与 +1行互换构成·则x 

为同样满足约束条件(2．1)的 阶方阵，在(3．5)中令 X— m—i有 

∑∑ P ( ) 

∑ ∑ PⅣ ( ) +[∑X2P+P 
一 1 I r≠ 一1． ≠ ，一 1 

] + [ +W ∑ ( ) ’](3．7) 
⋯ + 0 

由 (3．6)和 (3．7)即得 

∑ ∑ PW ( ) +∑X[．Pw + W ∑( ) ≤ 

∑ ∑ PⅥ ( ：) +EP, P+户州一 )]叫 ( )+ ∽[ +W ∑ ( ：) ]． 

约掉相同的部分得 ” 十̈≤户 所以有 ≤ ， 一1，2，⋯， 即 ≤ 专≤ 
⋯
≤ —p~

—1．i成立． 
札 1̈ 

必要性证毕．也就是证明了如果∑ ，C 有最小值，其对应的排列 必定满足WSPT序． 

综台 以上3．1和3．2两部分，我们用二次规划证明了 WSPT规则是带权排序问题 1l1 c 的 

最优排序的充分必要条件；同时，我们还得到了问题 1l1∑ ，C 目标函数的最小值为 

感谢唐目眷教授对本文的指导 

参考文献： 

[1] 

[2] 

E33 

DYER M E，W OLSEY L A．Formu[ating the single machine sequencing problem with release dates as a mixed 

integer program[J~ Discrete Applied Mathematics一1990，26：252—270． 

GOEMANS M X，WILLIAMSON D P．Improved approximation algorithms for maximum cut and satisfiabili ry 

problems using~midefinite programming：J]．Journal of AKsociation for Computing Machinery一1995—42： 

1ll 5 l145． 

G0EM ANS M X，WEIN J M ．W1LL1AMSON D P A 1．47一approximation algorithm for preemptive single— 

machine seheduling pr0bkm J̈ ．Operations Research Letters，2000—26：149—154． 

HALL L A，SCHULZ A S，SHM OYS D B，WE1N J Scheduling to minimize average completion time：Off 

P 

+ 

兰} 

P 

．

∑H 

+ 

-宣 

∑～ 

鲁 p 

∑ 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


嚣3甥 1啦 情 带权曲排序幅题韶二叛靓划 

】1n㈨ d。n一】ine aPProximation algorithms[J_ Mathematics of Operation Re．arch，l 997，22(3)：513—544 

韩绁 ．Impr0ved app oximation algorithm for MAX' 一deEsity~mhlemEZ2．SIOM n0· 

争守成，张峰．唐国春 单机排序闸题的数学托划表示l_Jl 应用赫学与计算数学学报，2000，l 

pHILLIPS C A．Improved bounds on relaxation of a paralle[machine schedu[ing prclhlem LJ Jotmt~l】af 

Cxm~hinamrial Optlmizatlcm 、t99g(U 4l3—426· 

SKTELLA M Semidefinite Rekxations for paralle[machine schedulingEA] Proceeding of the 39th AI]nlla] 

IEEE Sy posiam on Foundation of Computer Scieace[C~．1998：472 481 

SMITHⅣE Vanous州 璐 ze sf。f s；,ug／~-stage t |{蹦_』j Na~al Re,caTch L~gistitsQu；~ter／y lq~9g(3)： 

50 66 

徐大川 Improved approximation algorithm{or MAX 一directed—bisection probtemEJ] SJOM，2000· 

计苗卑 A 0 699一approxm at、蚰 a~goTithm m MAx—h，ecn0n[R] ＼~rorking paper 

张 峰，唐国春 可控排序问题的凸二次规置J格弛近似算法_J] 系坑工程理论方法压 ，2g01(1 0) 

张 蜂，唐 国春，陈志龙 A a／g—approximation algorithm for paral[e]machiae scheduling with control!ahle 

proee~ing flrnes~z] sj ，2DDD 

A Weighted Scheduling Problem and Quadratic Program 
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AbstⅢt：w⋯ p s the weighted schedu Ling problem l ∑口J in the form of quadratic programining 3nd∞ 
eq ce is optim a} in terms oI both the quadratic programmiog and the weighted schedull g pro} 1 

l 0∑ f iI and Dnly iI_t is t：he WSPT．Thus we lay a Ioundati。n f。r stl~dying。the weight g p 。 

using the quadratic programming· 
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