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摘 要：讨论用 Fourier谱方法求解一娄带五班项且具弱阻尼的非线性 Sehr6dinger方程 

的周期初值问题 ，得到太时间误差估计以及近似吸 引子的存在性 ，并考虑了近似吸 引子 的 

弱上半连续性． 
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0 引 言 

非线性 Sehr6dinger方程(NI s)是数学物理中的一娄重要方程，它描述了很多物理学上的问 

题．已经有许多文章涉及到其解的存在性、正则性、稳定性等问题 ]，对此娄问题的数值解法也有 

不少研究工作 “]，但对带五次项的NI S研究甚少，而在某些情况下，方程解的能量在有限时间内 

将出现 blow—upL7 ]．由于无限维动力系统研究的深入，解的大时间性态已经引起一些研究者的关 

注，例如文献[9～11]．本文讨论一类带五次项且具弱阻尼的NI s周期初值问题，给出了用 Fourier 

谱方法求解时的大时间误差估计、近似吸引子A 的存在性及 A 弱收敛到原问题的整体吸引子 

等性质．在文章的第一部分介绍一些预备知识，给出原始问题并导出谱格式僻的大时间先验估计， 

第二部分将对近似解作误差分析，第三部分则考虑近似解的吸引子存在性及弱上半连续性 

1 问题与解的大时问先验估计 

考虑如下带五次项且具弱阻尼的 NI S的周期初值问题 

f砒 十 l 一 l“ + 胁 f— g ，t)，_r∈ R，t> 0， · (1．1) 

(z一0)= 。(z)，_r∈ R， (1 2) 

【 (z+1，f)一 (z，f)， ∈R，t>0． (1．3) 

其中 u(x，f)为未知的复值函数， > 0，‰ ) g(x，f)为已知的关于 周期为 1的复值函数．． 
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先给出本文需用的一些记号和引理． 

记 SⅣ一Span{ ”f一 Ⅳ ≤ ≤ N — l}，n： (0，1)，H (口) 

下的完备化空间，其中范数 II“II 一(∑llD。cc ”。，而 (R一 
≤ ⋯ 

⋯  

l II“II 以<+∞)， (R ；H (n))={ I“∈，_， (D)，sup 
J u 』∈ R十 

(力)到 S 的正交投影算子 ，对任意 ∈ (力)，P 由下式确定 

(P ， )= ( ， )，V ∈ S ． 

为 c (n)在 H (订)范数意义 

；H (力))= { I“∈ ， (力)， 

“( )Il， <+ o。}、令 P 为从 

引理 I： 对任意 0≤ ≤ ，则存在与 N无关的常数c，使得 

II“一尸 “II ≤ cN一 I“I ， V“∈ (n)． 

引理 2 钉 设 D “∈L (力)，“∈ (力)，1≤ q，r≤+ ∞ ，0≤ ≤ "， ≤ “≤ 1，1≤ 

≤+o。，若 ”一J一 不是一个非负整数，则存在与 无关的常数 ，使得 

D I【 ≤cI1口 I L Il ， 

其中“满足专一 +d( 一，")+(1一“) ． 
对于问题(1．1)～(1．3)构造如下的Fourier谱格式：求 ∈S ，满足 

f (“ ， )一(“ ， )一(I“ I “ ， )+ (“ ， )一(譬， )，v ∈S ． (1 4) 

【( Ⅳ(0)， )：(‰， )，v ∈S ， (1．5) 

对于上面的格式有如下 的先验估计 

I理 3 若 “。∈ (力)，g∈ (R ； (力))，则有和Ⅳ无关的常数 E。，E ，使得 

sup II (￡)I L z≤ ，f～II ( )II d ≤E ． 
J∈ J 0 

证明 在(1．4)中令 一 “ ，两边取虚部得 

1 d II II。+ II。
= Im』 g d ≤詈II II。+刍LI II ， 

d JJ +刚 ≤古 
于是有 

II-~．(￡)II ≤ II“ (o)II。+告J 'f II g(r)II dr≤r II“。II +吉 ～II g(r)II zdr，(1．6) 
故当 ‰∈珥(D)，g∈LZ(R ； (n))时 II￡ (f)II ≤ E。．在(1．6)中关于 t在 R+上积分得 

f ～II“ ( )II。d ≤f ～ II“ (。)II。d +专』 一／ — “一”II g(r)IIJ n zcIrd，= J 0 J 0 o J 0 

{ II“ (0)II +古』 II (r)LI。』 一 一 drdr≤ 

吉I L“。II。+ II II r． ’ 

厂II ￡)LI ≤ 
引理 4 若 “。∈ (D)，g∈ 上 (R ；H (力))n L (R ；H (D))，则存在与 N无关的常数 

E 和 E 使得 

sup ( ) ≤ E 

证明 在(1．4)中令 z一“ ， 

专 ⋯I L II+ 

sup II ( )II ≤既，r II (￡)II d ≤E 
十 J0 

两边取实部得 

f：I I d )+ Imf i d ；～Re d (1．7) J 0 J 0 J 0 
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为了估计上式右端项及左端第二项，在(1．d)中分别争 = ， —P槽 ，两边相应取实部和 

虚部有 

m』 “ a ==j1“ Il — 』 j ：a +Re』：，g az， 
Re z 一 1 + 1m “ 一 Re 

将(t．8)和(1 9)代人(1．7)式可得 

号五d( +{ j d )+ jj“ + 1“ 1 d 

由于一lmI ≤e 

1 r d 一lmr l l P d 
J 0 Jii 

lj。 利用引理 2和Young不等式知 

一 1m 
o 
cclvP ≤ d ≤ n ≤ J J u 

广1l l sd ≤ lI l【}0“ ；II ≤￡ “ + g ” l 
J 口 

(】．8) 

(1 9) 

(1．1o) 

则 

1 d( ll2+告 l )+导ll“ 。+町 l“ z≤c(0 。 l【g ll_ )， 

岳[ +扎 )]≤ ll1})- 
即得 

“ (r)lj +{』 l“ l d ≤ 
一  

( (0)ll2+÷ l“ (0)l‘d )+cf “rT (0 (r) + (r) (̈r) )dr≤ 
e一 + dlr1 sup

+ ∽!l}p 一 + 

⋯

sup
+

g̈(r)”1~ S u p
+ jj“ ( )jj 』 — “一 dr≤ r∈R r∈ J 

一  

({l 。+ ‰ ll z )+音 s u p+ll占( )ll}+舌 善}j ‘ ll su ptE+ 0 · ·̈’ E r∈R 。 
故 C- *(R ；H；(n))时，对一切 ≥ 0， 

11 (，) +去 ( ) ≤E：， 
从而 sup 

∈ 一 

分得 

其 中 

“n(f)jj ≤E ，sup 1j“ (f)11 ≤E ．若对(1．t1)的第一个式子两边关于t在 R 上积 

r T 

∈ + 

MN(0)I dz)I “出+ 

1j口(r) jj (r) “drdt 

r llE dr 

一0 

叩_三 

∞ —-一_三 

+ 

-已 

(  d  
≤ 

㈤ 

)  f  

(  

Ⅳ 一 Ⅲ 

{_。 j_ 

= ≤ 

r ， 

“ ) r  

)  

D 
r  

一 “ 

～ 。 I ，●●L●J 

g  
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II“Ⅳ(r)I【 drdt≤ 

0 f Ⅳ(r) dr． 

即当时“。∈H (n)，g∈L (R ；H (n))n L (R ；H (n))时l 0 0。dt≤Ea．由引理3、引 
理 4及嵌入定理得 

引理 5 在引理 4的条件下，存在与N无关的常数 和 使得 “ 满足 

sup I1 (f)I1 ≤茬 ， l II (f)II ≤蔑 ． 
J 

+ 0 

由上面的证明过程运用 Faedo—Galerkin方法可得 

引理 6 若 ‰ ∈ Ⅳ (n)，g∈ L (R ；Ⅳ (口))n (R ；Ⅳ (n))时，则存在常数 E⋯E 使得 

(1．1)～ (1．3)的解 “(z，r)存在唯一且满足 
，+棚 

sup “(f) ≤E。， l II“(r) ≤E ． 

2 误差估计 

问题(1．1)～(1．3)的解 ，f)满足 

i(u ， )一 ( ， )一 ( l‘ ， )+ 捃(“， )一 (g， )，V ∈ H (n)． (2 1) 

现令 “一 一 一 PⅣ + P 一 Ⅳ一 + 哼， 一 — P ， PN“一 ．由(2．1)式和(1 d) 

式知 

(￡+ ， )一 ( + 玑， )一 (I h — I“ I “ ， )+甜( + ， ) 0，V ∈S (2．2) 

在(2．2)中令 一 ，并取虚部，利用正交性( ， )一 ( ，玑)一 ( ， )一 0，于是有 

丢 I【 一Im(【 I 一l“ }‘ ， )+ 0 一0， 
I I‘“一 I “ 一 I (“一 )+“ ( l‘一 I I )一 

l‘( +哼)+“ ( l + I“ I。)(“ 一 )一 

I“{‘( + )+mr ( I + I I )( + )+ I。( I + I )( + )． 

所 以有 

Ira(1 l “～ l“ ‘“ ， )≤ I I“l (1 l+ l I)l ld,r+ 

l[【“ll“ 【(I“I + l“ 【 )(I 【+ 【引)+ I“ I ({“I + I“ }。)(I I+ I I)]l ld ≤ 

e-0 + C 0“lI ll ll。+ Il“0；一1I + (I1“ ll + I【“ ll ll“ll + 

l1 0 0“ II 一+ ll I1“ ll》)ll ll 十 ( 0 + 

0“ ll》II“l} m+ “ll} I1 ll》 + 0“}1》 【1“ 0 )I1 ll。 

根据引理 5、引理 6可知 

lIra(I“ “I— I I “ ， )l≤ 

ll |1 +c(I1“ll + I1 )I1 Ij + (0“II} + ll“ 1I}u)Ij I1 ． 

得 

0 0 + ll哼ll ≤c(1_“ll + “ II )0{0 +r(11“1I + ll“ II u) I ， 

1 ∞ 

幻 
惟 

0 

轧 ∈ 
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[(e&c 一 w+ i—m)}I I ]≤ce rj 。 Ⅲ (I II 2+I 0 )II II 

两边积分，注意到 (0)一 0，再状利用引理 5、引理 6，于是 

II ( ) -G f~e--d(1--*)~ ⋯ l +l r)0} ( ( )II ．+II“ ( )II} )I ( )I zd ≤ 

N一 ll (r)0 f e-gft D+~』 “ i一 圳 r( ( )l】i～+0 0)II )出≤ 

Ⅳ一 0 (f)0：f f蛐 一cF 出1li一 ㈣l (0 ( )lf +l1 cⅣ“)ll；．．．)出≤ 

Ⅳ呻 ll 0)0 I ( “(s)ll + 0“ (s) )d ． (2．3) 

对(2．3)两边关于t在 R 上积分可得 

r 0 (f)l1 zdf≤ N r 0 (f)ll d ． (2．4) 

利用 (2 3)式 ，(2 4)式和三角不等式即得 

定理 l 设引理 5的条件成立，“∈ (尺 ；H；(n))， ≥ 0，则对格式(1 4)～ (1．5)的解 

“ ，有 

sup II“( )一1．1N(f)ll≤ CtN～． 
f∈ 

若 “∈L (尺 ；H；(n))，则 

I II“(f)一“ (f) dt≤f N。 ． 

其 中 为与 Ⅳ无关的常数 

3 近似吸引子的存在性及上半连续性 

对于每一个固定的Ⅳ，由类似误差估计的证明方法知谱格式的解 定义了一个连续半群 

{sⅣ(f)) ≥。． 

从 引理 3、引理 4知道 II“ (f)0，II“ (f)0是有界的，所以当 ∈ H (n)，霉∈ (R+； 

H (n))n (R ；H；(n))时，存在与Ⅳ无关的常数E ，使得 II (f)l1]≤E ，即集合B= ∈ 

【U“ ≤ E }是( ( )}的有界吸引集 而s (幻将 H 一H (n)n s 映射副Ⅳ ，H 是有 

限维 ，故 (f)将 H 的任意有界集映成一个致密集． 

根据文[2]的定理 Ll可知 

定理 2 若引理 4的条件成立，则对每一个 N，由谱格式(1 4)～ (1_j)确定的算子半群 

{8x( )} 存在整体吸引子 ， H ( )n S ，且 A ： ( )一n US ( ) 

最后考虑在H (n)弱拓扑意义下 A 的弱上半连续性，先引人下列 {理． 

引理 7。 设 H 是 Ⅳ的一族闭子空间，0< ≤乳， U ， 在 Ⅳ中稠密 对每个 > 0，考虑 

算子半群{ ( )}t ，其中 ( )映射Ⅳ 到自身而且连续， (f)具有整体吸引子 A ，它吸引  ̂U A 

的任意有界开邻域 ；对 月 的任意紧区间 J，有 

岛(J)一 sup supdist(S (f) c0，s(f)‰)一 0， 一 0 
¨̈ t J 

l nl≤R 

则 dist( ，A)一 0， 一 0 

对任意 ∈ ，f ][R ，ll“一“ ≤cN一 ll“ ，再根据引理6有 0”l{ 有界，故当Ⅳ一+ 

。。， “一“ ll一 0．因为L；(n)在Ⅳ (n)中稠密，V f∈tl； (n)和￡> 0， ∈L；(n)，使 If／ 
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一  II 

< “Ⅳ 

由于 (f)l1．、II“ (f)l1 均有界．故 “ 在 ，上在 H (n)弱拓扑意义下收敛于 于是有 

定理 3 在定理 2的条件下，有 ( ， )一0，Ⅳ一十∞ a为HVa)的弱拓扑意义下的距离 
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