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TFR与逆幂律模型下
Weibull 分布序加试验的 Bayes 分析
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摘 　要 : 讨论了 TFR 模型下 Weibull 分布序进应力加速寿命试验的寿命分布 ,并就逆幂律模

型给出了分布参数及加速方程系数的 Bayes 估计 ,并通过一个实际例子进行了说明.
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许多产品 ,特别是高可靠产品 ,在使用应力下很难获得失效数据 ,有时即使可能 ,但要花费大量的人

力、物力和时间. 解决这一问题可采用加速寿命试验. 在高应力下的寿命试验可使产品在更短的时间内

失效 ,因而可获得更多的失效数据 ,更多的关于寿命分布的信息. 根据应力与时间的关系加速寿命试验

可分为恒定应力加速寿命试验 (简称恒加试验) 、步进应力加速寿命试验 (简称步加试验) 、序进应力加速

寿命试验 (简称序加试验) . 对加速寿命试验的统计分析涉及到应力的提高对残存寿命的影响 ,即加速

损伤机理 ,目前主要围绕着累积损伤暴露模型 (简称为 CE 模型) 展开 [6 ],它通过累积概率来刻划应力的

变化对产品失效机理的影响 ,其理论及应用较为成熟而广泛. 另外 ,还可通过失效率来刻划应力的变化

对产品失效机理的影响 ,具体表现为高应力下的失效率为低应力下失效率乘上一个与应力有关的系数

(称为损伤因子) . 这种加速损伤机理称为损伤失效率模型 (简称 TFR 模型) [2 ]. 文 [ 8 ]在没有加速方程假

设下讨论了全样本场合步加试验参数的极大似然估计和 Bayes 估计 ,本文在第二节将 TFR 模型推广到

了一般的变应力加速寿命试验 ,并在 2 个基本假设和对数线性加速方程下导出了变应力加速寿命试验

的寿命分布 ;第三节就逆幂律模型给出了分布形状参数及加速方程系数的 Bayes 估计 ,并通过一个模拟

例子进行了说明.

1 　基本假设与寿命分布

首先需要下面的 2 个基本假定 :
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假设 1 　产品在常应力水平 S 1 下的寿命服从 Weibull 分布 Wei (η, m) ,其生存函数为

�F ( t) = exp - ( t
η( S 1)

) m
, (1)

其中η和 m 为分布的刻度参数和形状参数.

假设 2 [2 ]　应力水平的提高对产品的损伤遵从 TFR 模型 ,即高应力水平下的失效率是低应力水平下

失效率乘上一个未知因子. 此时二步步加试验下的失效率λ3
T FR ( t) 可表示为

λ3
T FR ( t) =

λ( t) , 0 ≤ t ≤ t1

α1λ( t) , t > t1

, (2)

其中λ( t) 为应力水平 S 1 下的失效率 , t1 为时间变点 : 在时间 t1 之后产品在新的应力水平 S 2 下做试

验. α1 称为 S 2 相对于 S 1 的累积损伤因子 ,它与应力水平 S 2 与 S 1 有关 ,且仅通过应力与时间变点发生

联系.

此假设可进一步推广到多个步进应力水平及一般变应力加速寿命试验.

命题 1 　产品在恒定应力水平 S ( > S 1) 下的失效率λS ( t) 是低应力水平 S 1 下的失效率λ( t) 乘上

一个与 S 和 S 1 有关的损伤因子α( S , S 1) . 即

λS ( t) = α( S , S 1) λ( t) , (3)

有时也称这一假设为比例失效模型.

命题 2 　在 k ( ≥2 )个步进应力水平

S ( t) = S j , t j - 1 ≤ t < t j , j = 1 ,2 , ⋯, k , t0 = 0 , t k = ∞ (4)

( S 1 < S 2 < ⋯ < S k )下步加试验的失效率为

λ3
T FR ( t) = αj - 1λ( t) , t j - 1 ≤ t < t j , j = 1 ,2 , ⋯, k , (5)

其中αj - 1 = α( S j , S 1) ( j = 1 ,2 , ⋯, k) (α0 = 1 )表示应力水平 S j 相对于应力水平 S 1 的累积损伤因

子 ,它与应力水平 S j 与 S 1 有关 (而与 S 2 , ⋯, S j - 1 无关 3 ) .

　　　　　　　　　　

3 Madi (1993)给出了另一种形式 ,尽管与这里的等价 ,但加速损伤与应力之间的关系不够突出 ,Xu 和 Tang (2003)

对此作了较为一般的讨论.

命题 3 　产品在高应力水平函数 S ( t) 下的失效率λS ( t) 是低应力水平 S 1 下的失效率λ( t) 乘上

一个与 S ( t) 和 S 1 有关的函数α( S ( t) , S 1) . 即

λ3
S ( t) = α( t) λ( t) , (6)

其中α( t) = α( S ( t) , S 1) 称为变应力 S ( t) 相对于应力水平 S 1 的累积损伤函数 ,简称为 S ( t) 下的累

积损伤函数 ,它仅通过应力 S ( t) 和 S 1 与时间发生联系. 这一命题当然适合于序进应力 S ( t) = Kt +

S 1 下的寿命试验.

由生存函数与失效率之间的关系可得产品在一般应力水平 S(t)下的生存函数

F 3 ( t) = exp - ∫
t

0
α( t′)λ( t′) dt′. (7)

在恒定应力 S 下 ,α( t) =α( S , S 1) ;在步进应力 (4)下 ,α( t) =αj - 1 =α( S j , S 1) , t j - 1 ≤ t < t j , j =

1 ,2 , ⋯, k ;对于变应力 S ( t) ,α( t) = α( S ( t) , S 1) .

若进一步假定寿命与应力之间还满足一定的函数关系 ,如对数线性关系 ln η( S ) = b0 + bΦ( S ) ,

其中Φ( S ) 为应力水平 S 的已知函数 ,通常为单调函数 , 如逆幂律模型和阿伦尼斯模型 ,则可以证明 :

定理 1 　在假设 1 ,假设 2 和对数线性加速方程下 ,有

(1)在变应力 S ( t) 下 ,累积损伤函数α( t) 满足线性关系
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α( t) = exp bm [Φ( S 1) - Φ( S ( t) ) ] . (8)

　　(2)变应力 S ( t) 下的生存函数为

�F 3 ( t) = exp - ∫
t

0
m x m - 1 e - m [ b

0
+ bΦ( S ( x) ) ]d x . . (9)

2 　逆幂律模型下的数学模型

对于以电压为应力的电子元器件等高可靠产品 ,寿命与应力之间的关系通常满足逆幂律. 为此再提

出 :假设 3 　寿命与应力之间的关系服从逆幂律模型 , 即常应力水平 V 下寿命分布的刻度参数η( V )

满足

η( V ) = 1/ [ d V c ] , (10)

其中 d 和 c 是未知参数 ,与应力水平 V 无关.

显然它具有线性关系 ln η( V ) = b0 + bΦ( V ) , 其中 b0 = - ln ( d) , b = - c ,Φ( V ) = ln V . 则

由上面的定理知 ,在序进应力 V ( t) = Kt 下产品的寿命服从 Weibull 分布 Wei (θ,β) ,其生存函数为

�F 3 ( t) = exp -
dm Km c

c + 1
t m ( c +1)

= 1 - exp - ( t
θ)β = G

ln t - μ
σ , (11)

其中 G ( x) = 1 - exp { - exp ( x ) } 为标准极值分布的分布函数 ,且

β =
1
σ = m (1 + c)

μ = lnθ = A + B ln K

A =
- m ln d + ln (1 + c)

m (1 + c)

B = -
c

1 + c

. (12)

现在给定 k 的一组水平 : k1 < k2 < ⋯ < kp ( p ≥2) ,则由等式μi - μj = B (ln k i - ln k j) , 1 ≤ i <

j ≤ p 知θi = e
μ

i , i = 1 ,2 , ⋯, p 满足约束

θp < θp - 1 < ⋯ < θ1 < θ2 k2 ,1 < ⋯ < θp kp ,1 , (13)

其中 k i , j = k i/ k j , i , j = 1 ,2 , ⋯, p .

3 　参数θi 和β的 Bayes 估计

设在序进应力 V i ( t) = k i t 下投入 n i 产品进行试验 ,失效时间为 0 < t i1 < t i2 < ⋯ < t i r
i

< τi0 ,

ri < n i , i = 1 ,2 , ⋯, p . 在定时截尾试验场合 ,τi0 为预先给给定的试验中止时间 , ri 为时间τio 之前产

品的失效数 ;在定数截尾试验场合 , ri 为预先给定的中止试验的样本数. 记 r = ∑
p

i = 1

ri , V = ∏
p

i = 1
∏
r
i

j = 1

t ij ,

τ = ( n i , ri , t ij , j = 1 ,2 , ⋯, ri , i = 1 ,2 , ⋯, p) ,

τi (β) =

∑
r
i

j = 1
t
β

+ ij ( n i - ri)τ
β
i0 (定时截尾场合) ,

∑
r
i

j = 1

t
β

+ ij ( n i - ri) t
β
i r

i
(定数截尾场合) ,

(14)
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则得似然函数

L (β, θ| τ) = βrV
β- 1 ∏

p

i = 1

1
θβ r

ii
exp -

τi (β)

θβ
i

. (15)

按文献[1 ]确定先验分布的方法 ,在β已知下 ,取θβj 的条件先验分布为逆Γ分布 IG ( aj , bj) , 其中 aj >

0 , bj > 0 根据已有的先验信息来确定. 由此得到β下θj 的先验分布

πj (θj | β) =
βba

jj

Γ( aj)
θ- (1 +βa

j
)

j exp ( -
bj

θβj
) (16)

通常我们依据历史数据或专家的经验可以知道形状参数β是小于 1 (对应的失效率单调递减) 还是大于

1 (对应于失效率单调递增) . 因此若已知β ∈ (0 ,1) 中 ,则取 Beta 的先验分布为β分布 :

π1 (β) =
1

B (α1 ,β1)
βα

1
- 1 (1 - β)β1

- 1 , 0 ≤β ≤1 . (17)

若已知β ∈ (1 , ∞) ,则取β - 1 的先验分布为Γ分布Γ(α2 ,β2) ,即

π2 (β) =
βα

22

Γ(α2)
(β - 1)α2

- 1 e -β
2

(β- 1)
,β > 1 , (18)

先验分布中的常数α1 > 1 ,β1 > 1 ,α2 ≥1 和β2 > 0 根据已有的先验信息或专家意见确定. 由于

52π1 (β)

5β2 = -
α1 - 1
β2 -

β1 - 1
(β - 1) 2 < 0 ,

52π2 (β)

5β2 = -
α2 - 1
β2 < 0 ,

因此上述 2 个先验均是对数上凸的. 记β的先验分布为π(β) ,β的参数空间为B , Hp = { (θ1 , ⋯,θp) |

θp < θp - 1 < ⋯ < θ1 < θ2 k2 ,1 < ⋯ < θp kp ,1} . 至此 ,我们可以得到β, θ
_
的后验分布

g (β, θ| τ) ∝π(β)βr + pV
β- 1 ∏

p

i = 1

1
θ1 +β( a

i
+ r

i
)

i
exp -

τi (β) + bi

θβi
, β ∈B , θ∈ Hp . (19)

参数β和θ1 ,θ2 , ⋯,θp 的后验分布及其 Bayes 估计无法按经典的方法得到 ,但可按的 Gibbs 抽样方法实

现 [4 ]. 其中的关键步骤就是获得可以抽样的完全后验分布. 记θ
_

( - j) = θi , i ≠ j , i = 1 ,2 , ⋯, p , 则

由 (19)知 ,θj 的完全条件后验分布为

π(θj | β, θ( - j) ,τ) =
β( bj +τj (β) ) a

j
+ r

j

Γ( aj + rj)
1

θ1 +β ( a
j
+ r

j
)

j
exp ( -

τj (β) + bj

θβj
) , (20)

即θβ | jβ, θ
_

( - j) ,τ～ I G ( aj + rj ,τj (β) + bj) j = 1 ,2 , ⋯, p , θj ∈ Gi , 其中

G1 = θ1 :θ2 < θ1 < θ2 k2 ,1 　　　　　　　　　　　　　

Gp = θp : kp - 1 , pθp - 1 < θp < θp - 1

Gi = θi :θi +1 < θi < θi - 1 , k i - 1 , iθi - 1 < θi < k i +1 , iθi +1

　 = θi :max (θi +1 , k i - 1 , iθi - 1) < θi < min (θi - 1 , k i +1 , iθi +1) ,

τj (β) 由 (14)给出. 因此θj 的完全条件后验分布可通过截断Γ分布的抽样得到.

β的完全条件后验分布为

π(β| θ
_

,τ) ∝π(β)βr + pV
β- 1 ∏

p

i = 1

1
θ1 + ( a

i
+ r

i
)β

i
exp -

τi (β) + bi

θβj
, β ∈ B . (21)

记 h (β) = ln π(β| θ
_

,τ) ,则 (在此仅考虑定时截尾情形)

52 h (β)

5β2 =
52ln π(β)

52β
-

r + p
β2 - ∑

p

i = 1
∑

r
i

k = 1

(
t ik

θi
)β[ln (

t ik

θi
) ]2 + ( n i - ri) (

τi0

θi
)β[ln (

τi0

θi
) ]2

- ∑
p

i = 1

bi

θβi
[ln (θi) ]2 .
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由于 bi > 0 , i = 1 ,2 , ⋯, p , τi0 > 0 , t ik > 0 , k = 1 ,2 , ⋯, ri , i = 1 ,2 , ⋯, p ,且π(β) 是对数上凸的 ,

因此得出β的完全条件后验分布也是对数上凸的. 其抽样按 Gilks 和 Wild (1992) 的自适应判别抽样法
(Adaptive Rejection Sampling)获得.

设 (θk ,1 ,θk ,2 , ⋯,θk , p ,βk , k = 1 ,2 , ⋯, M 1 , M 1 + 1 , ⋯, M ) 为参数 (θ1 , ⋯,θp ,β) 的一个 Gibbs 样
本 ,其中 M 1 为舍弃的样本容量 ,则θj 和β的 Bayes 估计分别为

θ̂j =
1

M - M 1
∑
M

k = M
1

+1

θk , j , j = 1 ,2 , ⋯, p , (22)

β̂ =
1

M - M 1
∑
M

k = M
1

+1

βk . (23)

由 (12) , (22)和 (23) ,根据 Markov 定理可得参数 m , c 和 d 的估计 :

m̂ = β̂(1 + B̂ ) ,

ĉ = -
B̂

1 + B̂
,

â = - ln ( d̂) = ln (1 + B̂ ) +
Â

1 + B̂
,

其中 Â =
GH - IM
EG - I2 , B̂ =

EM - I H
EG - I2 , I = ∑

p

i = 1
A - 1

r
i
, n

i
ln ( k i) , G = ∑

p

i = 1
A - 1

r
i
, n

i
ln2 ( k i) , H = ∑

p

i = 1
A - 1

r
i
, n

i

û i , M = ∑
p

i = 1
A - 1

r
i
, n

i
û i ln ( k i) , E = ∑

p

i = 1
A - 1

r
i
, n

i
, û i = ln (θ̂i) , A - 1

r
i
, n

i
为方差系数. 若它们均取为 1 ,则表

示 A 和 B 的估计为通常的最小二剩估计 ,否则表示加权最小二剩估计. 在此我们使用线性估计的方差
系数代替 ,它们可以查文献[10 ]中的相应表格. 在此基础上 ,进一步可以得到加速方程、加速系数以及在
常应力 V 下可靠度的估计 :

ln η̂V = - ln ( d̂) - ĉ ln ( V ) ,

τ̂p = ( V
V 0

) ĉ , (25)

R̂ V ( t) = exp - ( d̂V ĉt) m̂ , t > 0 .

4 　实例

考虑文献[9 ]中的 4 批定时电容器序加试验数据. 根据以往的数据分析 ,我们已经知道这种电容器
的寿命服从二参数 Weibull 分布 ,且特征寿命与应力之间满足逆幂律关系 ( INVmodel) . 由于根据以往
的数据分析β均大于 1 ,故取β - 1 的先验分布为Γ(12 ,2) ;而θβi ( i = 1 ,2 ,3 ,4) 的先验分布分别取为

I G ( ai , bi) ,其中 a1 = 10 , a2 = 8 , a3 = 5 , a4 = 3 , b1 = 9 ×1010 , b2 = 5 ×1010 , b3 = 8 ×109 , b4

= 4 ×106 取 Gibbs 抽样的迭代次数 M = 1000 ,迭代初始值取为β = 4 . 6 ,θ1 = 80 ,θ2 = 30 ,θ3 =

10 ,θ4 = 5 . 结果发现在迭代 50 步以内参数就很快达到稳定状态 , 因此θi , i = 1 ,2 ,3 ,4 和β的Bayes

估计取为 M 1 = 100 步后每隔 4 个取一次所得 225 个样本的均值 ,结果得到 : β̂ = 6 . 0206 , θ̂1 = 54 .

3507 , θ̂2 = 41 . 3841 , θ̂3 = 29 . 9559 , θ̂4 = 11 . 4457 , 代入公式 (34)得 m , c 和 a 的估计 : m̂ = 0 . 2385 ,

ĉ = 24 . 2387 , â = 111 . 6332 . 再代入公式 (25)中得到加速方程的估计 :

ln η̂v = 111 . 6332 - 24 . 2387 ln V .

在常应力 v = 32 (V)下 , t = 500 (h)的可靠度的估计 R̂ 32 (500) = 0 . 9940 . 与文[9 ]在 CE 模型下的结
果基本一致 ,说明 CE 与 TFR 加速损伤模型比较接近.
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Bayesian Analysis of Weibull Progressive Stress Accelerated Life Tests

under TFR and Inverse Power La w Models

TAN G Yin2cai , L IU Fang2fang
(College of Mathematics and Sciences , Shanghai Normal University , Shanghai 200234 , China)

Abstract : This paper discusses the life distributions of progressive stress accelerated life tests for Weibull distributions under

TFR model and gives the Bayesian estimates of the distribution parameters and the coefficients in the inverse ν power ν law

accelerated equation. An practical example is given to illustrate the proposed method.
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