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W eibull 分布在定时截尾样本下序进应力
加速寿命试验的有约束统计分析3
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摘　要: 在W eibull 分布场合, 讨论了定时截尾样本下序进应力加速寿命的统计分析Λ 用

BA YW S 方法给出了逆幂律中未知参数的估计, 以及在正常应力下产品寿命分布的参数估计,

最后给出一个实例Λ
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由于高可靠性产品的不断出现, 产品更新周期的缩短, 用通常的寿命试验方法来评估和

鉴定产品的可靠性, 从试验时间和试验经费来说已成为企业的沉重负担Λ 在许多情况下, 实

际上不可能作这种试验, 有的试验即使结果出来了, 但产品可能更新, 失去了试验的意义Λ因
此, 从本世纪 60 年代以来, 加速寿命试验方法很快发展起来, 随之而来的统计分析方法也得

到相应的发展Λ
加速寿命试验方法主要有 3 种[ 1 ]:

(1) 恒定应力加速寿命试验 (简称恒加试验) Λ
(2) 步进应力加速寿命试验 (简称步加试验) Λ
(3) 序进应力加速寿命试验 (简称序加试验) Λ
步加试验和序加试验比恒加试验更能缩短试验时间, 节省费用Λ序加试验是一种加于受

试产品上的应力随时间连续增加的寿命试验, 试验一直到受试产品有部分或全部失效为止Λ
这种方法已在有关电子产品上得到应用Λ

序加试验的统计分析近年来有较大的进展, 文献[2 ]讨论了寿命分布为指数分布时序加

试验的参数估计Λ 文献[3 ]讨论了序加试验的M L EΛ 文献[4 ]指出对W eibull分布和指数分



布情况下,M L E 不一定存在, 要求数据满足一定的约束条件Λ文献[5 ]对一类寿命分布 (例如

W eibull 分布, 对数正态分布等) 给出了序加应力V ( t) = K t 下定数截尾样本序加试验数据

的统计推断方法Λ 但文献[5 ]没有考虑到隐含在参数内的一个约束条件, 使参数的估计值超

出了参数真值所允许的范围, 以致有时无法估计出加速方程中的未知参数Λ 对于定时截尾

(即 T ype2I型截尾)样本下序加试验的统计分析, 文献[ 6 ]提出了两种定时截尾序加试验的

统计分析方法, 文献[ 7 ]利用BA YES 方法有效的解决了文献[ 5 ]中出现的约束问题Λ 文献

[ 8 ]利用矩法与极大似然估计相结合的方法讨论了W eibull 分布 T ype2I型截尾数据恒加试

验的统计分析Λ 本文将[7 ]的方法推广到定时截尾序加试验的统计分析上, 用BA YES 方法

给出未知参数的估计, 最后给出一个实例, 说明方法的可行性Λ

1　序加试验模型

1. 1　基本假定

本文在下列假定下, 讨论序加试验的统计分析Ζ
假定 1　在常应力V 下, 产品寿命服从威布尔分布, 其累积分布函数 (C. D. F )为

F Μ( t) = 1 - exp{- ( 1
ΓΜ

) m }, t > 0,

其中m > 0 为形状参数, 它与应力V 无关, ΓΜ为特征寿命Ζ
假定 2　特征寿命 ΓΜ与应力V 之间满足逆幂律关系, 即

ΓΜ=
1

dV C ,

其中参数 d > 0, C > 0 与应力V 无关Ζ
假定 3　产品的剩余寿命仅依赖于当时已累积失效的部分和当时的应力水平, 而与累

积方式无关Ζ这便是N elson 假定[ 10 ] , 它的数学含义是: 在应力水平V i 下, 产品工作 ti 的累积

失效概率 F i ( ti) , 相当于这种产品在应力V j 下工作 tij的累积失效概率, 即 F i ( ti) = F j ( tij ) Ζ
1. 2　试验安排

在以上基本假定下, 定时截尾样本下的序加试验作如下安排: 选定 l 个序进应力水平,

V i ( t) = K i t, i= 1, 2, ⋯, l, 且要求 0< K 1< K 2< ⋯< K l, n 个随机样品分成 l 组, 第 i 组包含 n i

个样品, n1+ n2+ ⋯+ n l= n, 选定 l 个终止时间 Σ01, Σ02, ⋯, Σ0l, 然后把第 i 组样品在应力V i ( t)

= K i t 下作定时截尾序加试验, 终止时间为 Σ0i, 并假定有 ri 个样品在时间[0, Σ0, i)内失效, 0<

ri< n i, 失效时间为

T 1, n i
( i) ≤ T 2, n j

( i) ≤⋯≤ T ri, n i
( i) , i = 1, 2, ⋯, lΖ

2　预备知识

产品寿命 T 服从W eibull 分布, 其累积分布函数 (C. D. F )为

F ( t) = 1 - exp{- ( t
Γ ) m }, t > 0, (2. 1)

其中m > 0 为形状参数, Γ> 0 为特征寿命Ζ 则 lnT 服从极值分布, 它的 (C. D. F )为
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F (x ) = 1 - exp{- exp (x - Λ
Ρ ) }, - ∞ < x < ∞,

此处 Ρ=
1

m
为尺度参数, Λ= lnΓ为位置参数Ζ

取 n 个产品在序进应力V = K t 下作寿命试验, T 1, T 2, ⋯, T n 表示 n 个产品的失效时间,

设 r 为在[0, Σ) 时间内产品失效的个数, p 表示在时间[ 0, Σ) 内产品失效的概率, 即 p = P (T

< Σ) , 定义 I 为事件{T < Σ}的示性函数,

I =
0, 　T ≥ Σ
1, 　T < Σ

,

E (·)表示在条件{0< r< n}下的条件均值Ζ
文献[9 ]利用文献[8 ], 引入纠偏方法给出了 Ρ与 Λ的近似无偏估计 (AU E) ,

Ρδ= ∑
n

i= 1

( lnΣ- lnT i) I i

K (r, n) , (2. 2)

Λδ = lnT r, n - E C (Z r, n) Ρδ, (2. 3)

这里 K r, n为无偏性系数, T r, n为时间[0, Σ) 内最后一个失效产品的失效时间, Z r, n为样本大小

为 n 的标准极值分布的第 r 个次序统计量ΖE C (Z r, n)为 Z r, n在条件C = {0< r< n}下的条件期

望, 估计量 Ρδ, Λδ的条件方差[ 9 ]为:

V arC (ΡδöΡ) = D (r, n) , (2. 4)

V arC (ΛδöΡ) = D 1 (r, n) , (2. 5)

上述各式中遇到的 K r, n,D (r, n) , D 1 (r, n)与 E C (Z r, n)的计算参见[9 ]Ζ
注意以上结果都是在假定 r≠0, r≠n 下进行的Ζ 因为当 r= 0 时说明在试验时间内没有

产品失效, 上述估计无法实现; 当 r= n 时, 说明产品全部失效, 这时可用[ 5 ] [ 7 ]的方法进行

参数估计Ζ本文讨论也在假定 r≠0, r≠n 下进行的, 在第 3 节中给出定时截尾样本下序加试

验的BA YES 统计分析方法Ζ

3　参数估计

设产品寿命 T 服从W eibull 分布 (3. 1) , 在序进应力V ( t) = K i t 下作寿命试验, 0< K 1<

K 2< ⋯< K lΖ由[5 ]可知在序加应力V ( t) = K i t 下, 产品寿命 T
( i)的寿命分布仍为W eibull分

布, 其C. D. F 为

F k i
( t) = 1 - exp{- ( 1

Γi′
) m i′}, t > 0, (3. 1)

此处 Γi′=
1+ c
d kc

i

1
1+ c

, m i′= m (1+ c) , i= 1, 2, 3, ⋯, lΖ lnT
( i)服从极值分布, 其C. D. F 为

F (y ) = 1 - exp - exp
y - Λi′

Ρi′
, - ∞ < y < ∞, (3. 2)

此处 Λi′= lnΓi′, Ρi′=
1

m i′
, i= 1, 2, 3, ⋯, lΖ 令:

A =
1

1 + c
[ ln (1 + c) - lnd ], B = -

c
1 + c

,

则 Λi′= A + B lnk iΖ Ρ′= Ρ1′= Ρ2′= ⋯= Ρl′=
1

m (1+ c) Ζ 由 (2. 2) , (2. 3)式结果, 可以得到 Ρi′=
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1
m i′

的近似无偏估计 Ρδi′与条件方差D (ri, n i) Ζ由此得到 Ρ′的基于 Ρδi′, i= 1, 2, 3, ⋯, l 的近似最

小方差无偏估计:

Ρδ′=
∑

l

i= 1
D - 1 (ri, n i) Ρi′

∑
l

i= 1
D - 1 (ri, n i)

, (3. 3)

进而得到

m
δ′=

1
Ρδ′Ζ (3. 4)

文献[6 ]方法给出了W eilbull分布在定时截尾样本下序加试验的统计分析Ζ但应指出的是这

两种方法都没有考虑隐含在参数内的一个约束条件, 以致有时无法估计出加速方程中的未

知参数Ζ 由[7 ]可知, 在递增水平 K 1< K 2< ⋯< K l 下, Λi′存在约束条件

Λl′< Λl- 1′< ⋯ < Λ1′< Λ2′+ ln (
K 2

K 1
) < ⋯ < Λl′+ ln (

K l

K 1
) , (3. 5)

因此我们要求 Λi′的估计 Λδi′满足

Λδl′< Λδl- 1′< ⋯ < Λδ1′< Λδ2′+ ln (
K 2

K 1
) < ⋯ < Λδl′+ ln (

K l

K 1
) , (3. 6)

或B 的估计Bδ满足

- 1 < B
δ < 0, (3. 7)

下面就把文[7 ]采用的BA YES 方法推广到定时截尾序加试验的统计分析上来Ζ 类似于[ 7 ]

的方法, 将m 的估计mδ′取定, 令 Κi= exp (- Λi′mδ′) , 在V ( t) = K i t 下, 则 T i′= (T
( i) ) mδ′的C. D.

F 为

F K i
( t) = 1 - exp{- (Κi t) }, i = 1, 2, 3, ⋯, l, t > 0, (3. 8)

此处m
δ′由式 (3. 3) , (3. 4)给出Ζ 由此我们可以看出 Κi 有约束关系:

Κl > Κl- 1 > ⋯ > Κl > d 12Κl > ⋯ > d 1lΚl,

此处 d ij = (
K i

K j
) mδ′

Ζ 令

Σi = ∑
ri

j= 1

T
( i)
j , n i

mδ

′+ (n i - ri) ( ti0) mδ
′, i = 1, 2, 3, ⋯, l,

Συ= (Σi, n i, ri, i = 1, 2, ⋯, l) ,

G l = { (Κ1, Κ2, ⋯, Κl) : Κl > Κl- 1 > ⋯ > Κl > d 12Κ2 > ⋯ > d 1lΚl}Ζ

由 (3. 8)式可以得似然函数

L (Κ1, Κ2, ⋯, ΚlûΣυ) = ∏
l

i= 1
Κrii e- ΚiΣi, (Κ1, Κ2, ⋯, Κl) ∈G lΖ

假定 Κ1, Κ2, ⋯, Κl 的先验分布为

g (Κ1, Κ2, ⋯, Κl) = ∏
l

i= 1
Κ- 1

i , (Κ1, Κ2, ⋯, Κl) ∈G lΖ

进而可以得出 Κ1, Κ2, ⋯, Κl 的后验概率密度
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g (Κ1, Κ2, ⋯, ΚlûΣυ) =
∏

l

i= 1

Κri- 1e- ΚiΣi

∫⋯
G l∫∏

l

i= 1
Κri- 1e- ΚiΣidΚ1dΚ2⋯dΚl

, (Κ1, Κ2, ⋯, Κl) ∈G lΖ (3. 9)

下面给出 Κi 的BA YES 估计, 一般情况下的 Κi 的估计是很难用显式形式表达的Ζ所以本文主

要给出 p = 3 情况下 Κi 的估计Ζ
G 3 = { (Κ1, Κ2, Κ3) : Κ3 > Κ2 > Κl > d 12Κ2 > d 13Κ3}Ζ

记

∑1 = ∑
r1- 1

h1= 0
, ∑21 = ∑

h1+ r2- 1

h2= 0
, ∑23 = ∑

h3+ r2- 1

h2= 0
, ∑3 = ∑

r3- 1

h3= 0
,

由文[7 ]可得到

D 30=∫
∞

0∫
Κ3

d 23Κ3∫
Κ2

d 12Κ2∏
3

i= 1
Κri- 1

i e
- ΚiΣidΚ1dΚ2dΚ3=

# (r1)
Σr1

1 (d 12Σ1+ Σ2) r2 [Σ3+ d 23 (d 12Σ1+ Σ2) ] r3
∑1∑21

# (h1+ r2)
h1

d 12Σ1

d 12Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

d 12Σ1+ Σ2

Σ3+ d 23 (d 12Σ1+ Σ2)

h2

-

# (r1)
Σr1

1 (d 12Σ1+ Σ2) r2 (Σ3+ d 12Σ1+ Σ2) r3
∑2∑21

# (h1+ r2)
h1

d 12Σ1

d 12Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

d 23 (d 12Σ1+ Σ2)
Σ3+ (d 12Σ1+ Σ2)

h2

-

# (r1)
Σr1

1 (Σ1+ Σ2) r2 [Σ3+ d 23 (Σ1+ Σ2) ] r3
∑2∑21

# (h1+ r2)
h1

Σ1

Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

d 23 (Σ1+ Σ2)
Σ3+ d 23 (Σ1+ Σ2)

h2

+

# (r1)
Σr1

1 (Σ1+ Σ2) r2 (Σ3+ Σ1+ Σ2) r3
∑1∑21

# (h1+ r2)
h1

Σ1

Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

Σ1+ Σ2

Σ3+ Σ1+ Σ2

h2

Ζ

由 (3. 9)可得到 Κ3 的后验概率密度 g (Κ3ûΣυ) , 从而求得均方损失下 Κ3 的BA YES 估计为:

Κδ3=
1

D 30

# (r1)
Σr1

1 (d 12Σ1+ Σ2) r2 [Σ3+ d 23 (d 12Σ1+ Σ2) ] r3
∑1∑21

# (h1+ r2)
h1

d 12Σ1

d 12Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

d 23 (d 12Σ1+ Σ2)
Σ3+ d 23 (d 12Σ1+ Σ2)

h2 h2+ r3

Σ3+ d 23 (d 12Σ1+ Σ2) -

# (r1)
Σr1

1 (d 12Σ1+ Σ2) r2 (Σ3+ d 12Σ1+ Σ2) r3
∑1∑21

# (h1+ r2)
h1

d 12Σ1

d 12Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

d 12Σ1+ Σ2

Σ3+ d 12Σ1+ Σ2

h2 h2+ r3

Σ3+ (d 12Σ1+ Σ2) -
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# (r1)
Σr1

1 (Σ1+ Σ2) r2 [Σ3+ d 23 (Σ1+ Σ2) ] r3
∑1∑21

# (h1+ r2)
h1

Σ1

Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

d 23 (Σ1+ Σ2)
Σ3+ d 23 (Σ1+ Σ2)

h2 h2+ r3

Σ3+ d 23 (Σ1+ Σ2) +

# (r1)
Σr1

1 (Σ1+ Σ2) r2 (Σ3+ Σ1+ Σ2) r3
∑1∑21

# (h1+ r2)
h1

Σ1

Σ1+ Σ2

h1

·

# (h2+ r3)
h2

Σ1+ Σ2

Σ3+ Σ1+ Σ2

h2 h2+ r3

Σ3+ Σ1+ Σ2
Ζ

类似地得到 Κ1 的BA YES 估计为

Κδ1=
1

D 30

# (r3)
Σr3

3 (d 32Σ3+ Σ2) r2 [Σ1+ d 21 (d 32Σ3+ Σ2) ] r1
∑3∑23

# (h3+ r2)
h3!

d 32Σ3

d 32Σ3+ Σ2

h3

·

# (h2+ r1)
h2!

d 21 (d 32Σ3+ Σ2)
Σ1+ d 21 (d 32Σ3+ Σ2)

h2 h2+ r1

Σ1+ d 21 (d 32Σ3+ Σ2) -

# (r3)
Σr3

3 (d 32Σ3+ Σ2) r2 (Σ1+ d 32Σ3+ Σ2) r1
∑3∑23

# (h3+ r2)
h3!

d 32Σ1

d 32Σ3+ Σ2

h3

·

# (h2+ r1)
h2!

d 32Σ3+ Σ2

Σ1+ d 32Σ3+ Σ2

h2 h2+ r1

Σ1+ (d 32Σ3+ Σ2) -

# (r3)
Σr3

3 (Σ3+ Σ2) r2 [Σ1+ d 21 (Σ3+ Σ2) ] r1
∑3∑23

# (h3+ r2)
h3!

Σ1

Σ3+ Σ2

h3

·

d 21 (Σ3+ Σ2)
Σ1+ d 21 (Σ3+ Σ2)

h2 h2+ r1

Σ1+ d 21 (Σ3+ Σ2)
-

# (r3)
Σr3

3 (Σ3+ Σ2) r2 (Σ1+ Σ3+ Σ2) r1
∑3∑23

# (h3+ r2)
h3!

Σ1

Σ3+ Σ2

h3

·

# (h2+ r1)
h2!

Σ3+ Σ2

Σ1+ Σ3+ Σ2

h2 h2+ r1

Σ1+ Σ3+ Σ2
Ζ

Κ2 的BA YES 估计为

Κδ2= -
1

D 30

# (r1) # (r3)
Σr1

1 (d 12Σ1+ Σ2+ d 32Σ3) r2Σr3
3
∑1∑3

# (h1+ h3+ r2)
h1! h3!

d 12Σ1

d 12Σ1+ Σ2+ d 32Σ3

h1

·

d 32Σ3

d 12Σ1+ d 32Σ3+ Σ2)

h3 h2+ h3+ r2

d 12Σ1+ d 32Σ3+ Σ2
-

# (r1) # (r3)
Σr1

1 (Σ1+ Σ2+ d 32Σ3) r2Σr3
3
∑1∑3

# (h1+ h3+ r2)
h1! h3!

Σ1

Σ1+ Σ2+ d 32Σ3

h1

·

d 32Σ3

Σ1+ d 32Σ3+ Σ2

h3 h2+ h3+ r2

Σ1+ d 32Σ3+ Σ2
-
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# (r1) # (r3)
Σr1

1 (d 12Σ1+ Σ2+ Σ3) r2Σr1
3
∑1∑3

# (h1+ h3+ r2)
h1! h3!

d 12Φ
d 12Σ1+ Σ2+ Σ3

h1

·

Σ3

d 12Σ1+ Σ3+ Σ2)

h3 h2+ h3+ r2

d 21Σ1+ Σ3+ Σ2
+

# (r1) # (r3)
Σr1

1 (Σ1+ Σ2+ Σ3) r2Σr3
3
∑1∑3

# (h1+ h3+ r2)
h1! h3!

Σ1

Σ1+ Σ2+ Σ3

h1

·

Σ3

Σ1+ Σ3+ Σ2

h3h2+ h3+ r2

Σ1+ Σ3+ Σ2
Ζ

由 Κi= exp (- Λimδ′) , 可以得出 Λi′的估计

Λδ
^

i′= - ln (Κδ
^

i′) ömδ′, i = 1, 2, ⋯, l

进而由最小二乘方法得出方程

Λi′= A + B lnK i, i = 1, 2, ⋯, l

中未知参数A ,B 的估计

A
δ =

GH - IE
lG - I 2 ,

Bδ =
lE - IH
lG - I 2 Ζ

此处

I = ∑
l

i= 1
lnK i, 　G = ∑

l

i= 1
ln2K i,

H = ∑
l

i= 1
Λδ
^

i′, 　E = ∑
l

i= 1
Λδ
^

i′lnK i,

由此直接得出m , c, d 的估计如下

cδ= -
Bδ

1 + B
δ , 　dδ = exp (- a

δ) , m
δ = mδ′(1 + Bδ) Ζ

其中 aδ=
Aδ

1+ B
δ + ln (1+ Bδ) Ζ

4　实　例

对某厂的固体钽电解电容器进行定时截尾序进应力加速寿命试验Ζ把样品分成 4 组, 样

品总数 118Ζ 4 组序进应力水平为:

K 1 = 5. 000V öh, K 2 = 2. 778V öh, K 3 = 1. 500V öh, K 4 = 0. 9375V öhΖ

4 组截尾时间分别为: 8. 00h, 14. 00h, 15. 00h, 37. 00h

4 组样品个数分别为: n1= 28, n2= 30, n3= 30, n4= 30

4 组失效个数分别为: r1= 18, r2= 20, r3= 17, r4= 11

7　第 3 期　　　费鹤良等:W eibull分布在定时截尾样本下序进应力加速寿命试验的有约束统计分析



测得试验数据如下:

n1= 28, r1= 18

6. 1130 6. 5667 6. 9000 6. 9167 7. 3167 7. 3667 7. 3830 7. 4167 7. 4500 7. 4830 7. 5667

7. 5830 7. 7000 7. 7330 7. 8000 7. 8167 7. 9167 7. 9330

n2= 30, r2= 20

8. 2800 10. 1170 10. 6000 11. 4500 11. 5800 11. 6000 11. 6670 11. 7000 11. 7110 12. 1000

12. 5170 12. 8000 12. 8700 12. 8800 13. 5000 13. 6500 13. 7170 13. 7500 13. 8000 13. 9800

n3= 30, r3= 17

18. 8800 21. 5800 21. 6000 21. 9800 22. 9700 23. 0500 23. 1300 23. 3700 23. 5300 23. 6800

23. 8100 24. 0670 24. 2000 24. 2170 24. 4000 24. 6170 24. 9170

n4= 30, r4= 11

31. 4300 32. 5000 32. 6170 33. 6670 34. 0500 34. 2700 35. 7800 36. 2700 36. 2800 36. 7000

用W eibull概率纸检验以上数据, 证明以上数据取自W eibull 分布Ζ 用上述BA YES 方法, 与

将上述试验看作为定数截尾情况并用文[7 ]的方法求出m , c, a 的估计, 结果如下:

m c a

BA YES 方法 0. 659154 17. 405157 63. 452665

typell 0. 621481 19. 728003 71. 671909

　　以上用BA YES 方法讨论了定时截尾样本下W eibull 分布序加试验的统计分析, 由实例

的计算结果, 可以看出估计结果是接近的Ζ这是由于在本例中定时截尾试验的截止时间与试

验结束前的最后一个失效时间差异较小所引起的, 这也表明了方法的可行性Ζ如果最后一个

失效时间与截止试验时间相差大时, 用本文方法效果将会好些Ζ
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Sta tistica l Ana lysis of the Parameters with Con stra in ts

Progressive-Stress Accelera ted L ife Testing in the W e ibul l

D istr ibution Ca seUnder Type-É Cen sor ing

FE I H e2liang, ZHOU Guang2jun
(Co llege of M athem atical Science, Shanghai T eachers U n iversity, Shanghai, 200234, Ch ina)

Abstract: W e study statistical analysis of p rogressive2stress accelarated life testing in the W eibull distribution

case under T ype2É censo ring. W ith BA YES estim ate m ethodes, w e give estim ato rs of the param eters in an

inverse pow er law model and estim ato rs of various reliability characteristics under no rm al stresses. F inally, a

num erical examp le is given.

Key words: W eibull distribution; p rogressive2stress accelarated life testing; T ype2É censo ring; inverse pow er

law model
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