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1 m n
oqpqrqsqtquqvqwqxqyqzq{

x′(t) +

∫ σ(t)

0

x(t − s)dr(t, s) = 0, t ≥ t0, (1)

|~}���oqpq�q�qyq�
Stieltjes

�qyq���q�q�q�q�
(C1) σ : [t0,∞) → (0,∞) �q� ��� limt→∞(t − σ(t)) = ∞;

(C2) r(t, 0) = 0, t ∈ [t0,∞);

(C3) r(t, σ(t)) : [t0,∞) → R �q�q�
(C4) r(t, s) �q� s �q�q� � s ∈ [0, σ(t)].�q�q�qyq�q�

t, �q� x(t) �q�q� xq�q�q�qzq{ (1), �q� x(t) � zq{ (1)
�q�q���q 

(1)�q�q¡q¢q£q�q�q¤q¥q� �q�q¦q�q§q¨ �q��© � � �q¦q�q�q§q¨ �«ª¬qq® �°¯ � xqyqzq{q� §q¨q±q²q³q´qµ �q� �q¶ ª°·q�q�°�q¸ �q¹qºq» }�¼q½q¡q¾q¿qvqw�qxqyqzq{qÀq��Áq�qyqÂqvqwqzq{ �q�q¶qÃqÄ ª�ÅqÆq� [1]–[5] ÇqÈ �qª�q�q�ÊÉË�q�qÌqÍqzq{
(1)
�qrqÎq�qÏ �q§q¨qÐqÇqÑqÄqÒ ¼qrqÓ �q§q¨ �q�q�qyqÔqÕqª

2 Ö'×'Ø'Ù
ÚqÛ

2.1
� Ò ¼ �q�q�q�q�q� τ(t), ÜqÝ

0 < τ(t) ≤ σ(t), t ≥ t0,

lim inf
t→∞

∫ t

t−τ(t)

[r(s, σ(s) − r(s − τ(s))]ds > 0. (2)

�
x(t)
�qzq{

(1)
� �q§q¨ �q� �qÒ ¼ T ≥ t0, ÜqÝ x(t − τ(t))/x(t)

¼
[T,∞)

Àq¡qÞqª
ß°à�áãâ
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x(t) üqýq�qþ � �q¶ £ ´ ÔqÕ (C1)–(C4) ÿ ù���� t − σ(t) ≤ t − s ≤

t, x(t) � � üqý����q�q�q� ��¡

−x′(t) ≥

∫ σ(t)

τ(t)

x(t − s)dr(t, s) ≥ [r(t, σ(t)) − r(t, τ(t))]x(t − τ(t)) (3)

�q�qyq�q�
t ��� �	��ÔqÕ (2), Ò ¼ T ≥ t0 ÿ ε > 0 ÜqÝ

∫ t

t−τ(t)

[r(s, σ(s)) − r(s, τ(s))]ds ≥ 2ε, t ≥ T.

� �q¢q£ t ≥ T , Ò ¼ t∗ > t ÜqÝ
∫ t

t∗−τ(t∗)

[r(s, σ(s)) − r(s, τ(s))]ds ≥ ε

ÿ
∫ t

∗

t

[r(s, σ(s)) − r(s, τ(s))]ds ≥ ε.


��qù����
(3), Ýq´

x(t∗ − τ(t∗)) − x(t) ≥ x(t − τ(t))

∫ t

t∗−τ(t∗)

[r(s, σ(s)) − r(s, τ(s))]ds

≥ εx(t − τ(t)), t ≥ T, (4)

x(t) − x(t∗) ≥ x(t∗ − τ(t∗))

∫ t
∗

t

[r(s, σ(s)) − r(s, τ(s))]ds

≥ εx(t∗ − τ(t∗)), t ≥ T. (5)

��
(4) ÿ (5),

¡
x(t) ≥ ε2x(t − τ(t)), t ≥ T.

Èq± 1 ��� ª�qÛ
2.1

�
(2) ��� �q�qrqÎ λ > 0

¡

lim sup
t→∞

∫ t

t−σ(t))

r(s, σ(s))ds < ∞, (6)

−λ + lim inf
t→∞

∫ σ(t)

0
exp(λ

∫ t

t−s
r(ξ, σ(ξ))dξ)dr(t, s)

r(t, σ(t))
> 0. (7)

� zq{ (1)
�qrqÎq� §q¨ ª÷qø �qzq{

(1) Ò ¼ �q§q¨ � x(t).
ù�� � � �qyq�q� t

¡
x(t) > 0.

oqp » 
A = {λ > 0 : x′(t) + λr(t, σ(t))x(t) ≤ 0, t

�qyq�
}.

�
t1 ≥ t0

�qyq�q� ÜqÝ x(t)
¼

[t1,∞)
À�� � � � ��zq{ (1) Ý

x′(t) + x(t)

∫ σ(t)

0

dr(t, s) ≤ 0, t ≥ t1.
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� ¡
x′(t) + r(t, σ(t))x(t) ≤ 0, t ≥ t1.���

1 ∈ A
�

A
�

(0,∞)
�qrqÓ������qª

�� �"! sup A < ∞. #�$ À"� Èq± 1
�q� Ò ¼ T ≥ t1, Ü x(t − τ(t))/x(t)

¼
[T,∞)

Àq¡
Þqª%�q¡

x(t − τ(t))

x(t)
≤ c, t ≥ T, (8)

|~}'& � c > 0 ��(�)�� �qyq�q� ÜqÝ
ekc > c,|~}'& � k

�q� ù����

0 < k ≤

∫ t

t−τ(t)

[r(s, σ(s)) − r(s, τ(s))]ds, t ≥ t2 ≥ T.

* ¼q�%+�,�-�.
sup A ≤ c.

© � ��� c ∈ A, Ýq´
d

dt
[x(t) exp(c

∫ t

t2

r(s, σ(s))ds)] = [x′(t) + cr(t, σ(t))x(t)] exp(c

∫ t

t2

r(s, σ(s))ds) ≤ 0.

À ��/�0 � �q� x(t) exp(c
∫ t

t2
r(s, σ(s))ds)

¼
[t2,∞)

À�� � �%1�2q��¡

x(t − τ(t)) exp(c

∫ t−τ(t)

t2

r(s, σ(s))ds) ≥ x(t) exp(c

∫ t

t2

r(s, σ(s))ds),

�
x(t − τ(t)) ≥ x(t) exp(c

∫ t

t−τ(t)

r(s, σ(s))ds) ≥ x(t) exp(kc) > cx(t), t ≥ t3 ≥ t2.

À ��3
(8) 4�5 ª � ¡ sup A ≤ c < ∞.6
λ∗ = sup A, δ ∈ (0, λ∗) � ¢q£ $q� � �

λ∗ − δ = β ∈ A,

� Ò ¼ T1 ≥ t2, ÜqÝ
x′(t) + βr(t, σ(t))x(t) ≤ 0, t ≥ T1�q�q¢q£

t, s
�q�

t ≥ T1 ÿ 0 ≤ s ≤ σ(t),
¡

x(t − s)

x(t)
= exp(− ln

x(t)

x(t − s)
) = exp(−

∫ t

t−s

x′(u)

x(u)
du)

≥ exp(β

∫ t

t−s

r(u, σ(u))du),

�
x(t − s) ≥ x(t) exp(β

∫ t

t−s

r(u, σ(u))du), t ≥ T1
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��À � Ý
0 ≥ x′(t) + [

∫ σ(t)

0

exp(β

∫ t

t−s

r(u, σ(u))du)dr(t, s)]x(t)

= x′(t) +

∫ σ(t)

0 exp(β
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
r(t, σ(t))x(t), t ≥ T1 (9)

1�2 � -�.
lim inf
t→∞

∫ σ(t)

0 exp(β
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
≤ λ∗. (10)

#�$ Àq��� Ò ¼ λ1 > λ∗ ÿ T2 ≥ T1 ÜqÝ
∫ σ(t)

0 exp(β
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
≥ λ1. t ≥ T2.

� � (9) �qÝ
x′(t) + λ1r(t, σ(t))x(t) ≤ 0. t ≥ T2

1�2q�
λ1 ∈ A.

·q�q�%2 3
λ1 > λ∗ 4�5 ª � �q� (10)

� ��� ª%�q¡

−λ∗ + lim inf
t→∞

∫ σ(t)

0
exp[(λ∗ − δ)

∫ t

t−s
r(u, σ(u))du]dr(t, s)

r(t, σ(t))
≤ 0

7
δ → 0

vq� ¶ £ ´ ÔqÕ (6), Ýq´

−λ∗ + lim inf
t→∞

∫ σ(t)

0
exp(λ∗

∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
≤ 0

À ��3
(7) 4�5 ª%8 ± 1 ��� ª9�:

2.1
�

(2) ÿ (6) ��� ���

lim inf
t→∞

∫ σ(t)

0

∫ t

t−s
r(u, σ(u))du]dr(t, s)

r(t, σ(t))
>

1

e
,

� zq{ (1)
�qrqÎq� §q¨ ª÷qø 1 �

min
λ>0

1

λ
eλa = ea, a > 0

�q�
t ≥ T ÿ 0 ≤ s ≤ σ(t),

¡

min
λ>0

1

λ
exp(λ

∫ t

t−s

r(u, σ(u))du) = e

∫ t

t−s

r(u, σ(u))du,
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� � λ > 0, Ýq´
− λ + lim inf

t→∞

∫ σ(t)

0 exp(λ
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))

= λ[−1 + lim inf
t→∞

∫ σ(t)

0
1
λ

exp(λ
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
]

≥ λ[−1 + lim inf
t→∞

∫ σ(t)

0 exp(
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
] > 0.

1�2qÔqÕ
(7) ��� ª � 
�� 8 ± 1

�qzq{
(1)
�qrqÎq� §q¨ ªÚqÛ

2.2
� ù����

v′(t) +

∫ σ(t)

0

v(t − s)dr(t, s) ≤ 0 (11)

¡ þ � v(t), � zq{ (1) Ò ¼ þ � x(t)
�q�

x(t) ≤ v(t), t
�qyq�

÷qø �
v(t)
� ù����

(11)
¼

[t1,∞)
Àq� þ �q� �

v′(t) ≤ −

∫ σ(t)

0

v(t − s)dr(t, s).

¶ £ ´ ÔqÕ (C1)–(C4),
¡

v′(t) < 0, t ≥ T

�
v(t)
¡

[T,∞)
À ���q�qÄ ��|~} T ≥ t1 � �qyq�qª%; (11) Ýq´

v(t) ≥

∫ ∞

t

∫ σ(u)

0

v(u − s)dr(u, s)du, t ≥ T.

8�< �q� x
� »  S ⊂ C([T,∞), R), x

�q� ù����
0 ≤ x(t) ≤ v(t), t ≥ T.

= 8�<�>��
F : S → C([T,∞), R)

� �

F (x)(t) =

{

∫ ∞

t

∫ σ(u)

0 x(u − s)dr(u, s)du, t ≥ T1,
v(t) − v(T1) + F (x)(T1), t ∈ [T, T1)

|~}
T1 > T ,

¡ ù����
t − σ(t) ≥ T, t ≥ T1.�q 

x ∈ S,
¡

0 ≤ F (x)(t) =

∫ ∞

t

∫ σ(u)

0

x(u − s)dr(u, s)du

≤

∫ ∞

t

∫ σ(u)

0

v(u − s)dr(u, s)du ≤ v(t), t ≥ T1.
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F (S) ⊂ S. ¶ £ ´ S
�

C([T,∞), R)
} ��?�@"A � » �%>�� F

� �q� �q� »  F (S)
}

� �q� ¼ [T,∞)
��Bqr�C������qÀq� ��D �q� ªE��F�G Schauder-Tychonoff

ù ¨ ¥�8 ± � F
¼

S
À Ò ¼ ù ¨ ¥ x, ÜqÝ x = F (x), H �q� x

¼
[t1,∞)

Àq�q�qzq{
(1).�� �"! x

¼
[t1,∞)

À �qþ ª%I�Jq��¼���� [T < T1)
Àq¡

v(t) > v(T1), x(t)
¼

[T1,∞)À �q��K � x(T1) = F (x)(T1) > 0
�"��zq{

(1)
�q�

x
¼

[T1,∞)
À �q�q�q� ª � T2 ∈ (T1,∞)�

x
¼����

[T1,∞)
À�LqrqÓq¤q¥q� �

x(T2) = 0. � ��zq{ (1),
¡

x′(T2) = −

∫ σ(T2)

0

x(T2 − s)dr(T2, s) < 0

1
x
� � �%1�2q��¼ [T2,∞)

Àq¡
x ≡ 0.

2 / ! x′(T2) = 0. 4�5�M"! x
¼

[T1,∞)
À ù Ò ¼¤q¥q�%�

x
¼

[T1,∞)
À �qþ ª 2�qÛ

2.2
� Ò ¼ T > t0 ÿ λ > 0 ÜqÝ

−λ + sup
t≥T

∫ σ(t)

0 exp(λ
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
≤ 0 (12)

� zq{ (1) Ò ¼ þ � x,
�q�

x(t) ≤ exp(−λ

∫ t

t0

r(s, σ(s))ds), t
�qyq�

.

÷qø 6
v(t) = exp(−λ

∫ t

t0

r(s, σ(s))ds), t ≥ t0

� � (12) Ýq´
v′(t) +

∫ σ(t)

0

v(t − s)dr(t, s) = −λr(t, σ(t))v(t) +

∫ σ(t)

0

exp(−λ

∫ t−s

t

r(u, σ(u))du)dr(t, s),

v(t)[−λr(t, σ(t)) +

∫ σ(t)

0

exp(λ

∫ t

t−s

r(u, σ(u))du)dr(t, s)]

≤ r(t, σ(t))v(t)[−λ + sup
t≥T

∫ σ(t)

0 exp(λ
∫ t

t−s
r(u, σ(u))du)dr(t, s)

r(t, σ(t))
] ≤ 0, t ≥ T.

1�2q�
v(t)
� ù����

(11)
¼

[T,∞)
Àq� þ �qª 
�� Èq± 2.2

� Ý 8 ± 2.2
��N ² ª 29�:

2.2
� Ò ¼ T > t0 ÜqÝ

sup
t≥T

∫ t

t−σ(t))

r(s, σ(s))ds ≤
1

e
, (13)

� zq{ (1) Ò ¼ þ � x(t)
�q�

x(t) ≤ exp(−e

∫ t

t0

r(s, σ(s))ds), t
�qyq�

.
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÷qø O�P ¼
(12)

} ) λ = e, � � (13)
��8 ± 2.2

�qÔqÕq�q�qª%N ²���� ª 2
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Oscillation of Delay Equations and Existence of Positive Solutions

LIN Shi-zhong1, YU Yuan-hong2

(1. Dept. of Math., Hainan University, Haikou 571158, China;
2. Inst. of Appl. Math., Chinese Academy of Sciences, Beijing 100080, China )

Abstract: In this paper, the oscillation criteria of solutions of first order linear differential equations
with distributed delays and a sufficient condition for the existence of positive solutions are obtained.

Key words: distributed delays; sufficient conditions; oscillation.


