
文章编号} tssu2swwykussulsy2sxxs2sw

机器人操作臂奇异路径约束最优轨迹规划
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摘 要} 路径约束最优轨迹规划的关键是引入标量路径参数来降低优化问题的维数q当路径穿越奇异点时o由

于关节位移难以表示为任务空间路径参数的解析函数o给常规的路径参数化方法带来困难q本文引入一种新的参数

化方法o采用路径跟踪方程解曲线的弧长为参数o解决了奇异点邻域的路径跟踪问题o把奇异路径轨迹规划转化为

常规规划问题o并采用动态规划方法求解轨迹规划问题q仿真表明o本文提出的参数化方法与动态规划结合起来o是

解决奇异路径最优轨迹规划的有效途径q
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1 引言kΙντροδυχτιονl

作为机器人学的基本问题之一o机械臂最优运

动规划得到了广泛的研究≈t∗ x o分别在路径约束

k°¤·«2¦²±¶·µ¤¬± §̈l最优轨迹规划以及点到点最优运

动规划两个方向取得丰富的研究结果q较早受到重

视的是满足路径约束的最小时间轨迹规划问题

k� × × °lq早期研究的一个重要结果是提出约束路

径的标量参数化方法≈tou o把轨迹优化问题降为二

维o采用相平面打靶法得出最优轨迹~随后文≈v 提

出最大速度曲线特征点概念o通过构建约束曲线提

高了相平面方法的效率~文≈w 讨论了动力学奇异情

形时的相平面方法~此外o动态规划技术也成功应用

于 � × × ° 问题≈x q

上述方法的核心在于引入标量路径参数o并假

设任务空间路径参数到关节变量的解析映射总是存

在的o从而利用路径参数来降低优化问题的维数~然

而o对于包含运动学奇异点的路径o奇异点邻域内的

路径参数化会遇到所谓奇异问题o即在奇异点上}

ktl关节变量并不总能表示为这些路径参数的解析

函数okul即使存在这种函数关系也很难用常规方法

求得q对于此类奇异路径o需借助新的路径参数化方

法才能完成最优轨迹规划o为此o本文引入一种新的

路径参数化方法o采用路径跟踪方程在扩展关节空

间中的解曲线弧长作为参数o该路径参数的引入o使

得奇异点邻域内存在路径参数到关节变量的光滑映
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射o且该参数的时间轨迹可自由规划o从而奇异路径

轨迹规划变为常规的轨迹规划~基于此参数化方法o

本文采用动态规划方法求得最优关节轨迹q仿真研

究表明本文方法对于解决奇异路径最优轨迹规划是

有效的q此外o此种参数化方法和轨迹规划算法也适

用于非奇异路径约束的轨迹优化问题q

2  最 优 轨 迹 规 划 问 题 kΦορμ υλατιον οφ

οπτιμ αλτραϕεχτορψ πλαννινγl

设机械臂期望路径可用标量 σ来参数化o即

Η� φkσloφkσl Ι ΧuoσΙ ≈σsoσφ  ktl

其中 ΗΙ Ρ ν 为关节变量oφkσl为路径参数到关节变量

的映射q优化问题的约束条件为

Η[ Η[ Ηλo

Ηα[ Ηα[ Ηαo

Ηβ[ Ηβ[ Ηβ
p

kul

上式为运动学约束o不等式两边分别表示相应变量

的上下限值q优化问题的目标为}确定路径参数的时

间轨迹 σkτl}τΙ ≈soτφ o满足边界条件}

Ηksl � so Ηkτφl � s

Ηαksl � so Ηαkτφl � s kvl

且使如下性能指标函数达到最优}

°¬±Θ
τφ

s
δ τ� τφ kwl

式ktl) kwl构成基于运动学约束的最小时间轨迹规

划问题qktl式中的参数 σo在前述文献中为任务空间

路径长度或关节空间路径长度o以下介绍一种新的

路径参数 σo用于参数化奇异路径q

3  奇异路径的参数化kΠαραμ ετεριζατιον οφ

σινγυλαρ πατηl

使机械臂 �¤¦²¥¬¤± 矩阵降秩的关节位形称为运

动学奇异点o穿越奇异点的路径称为奇异路径q在奇

异点邻域内o求取常规路径参数到关节变量的映射

因 �¤¦²¥¬¤± 矩阵降秩而变得困难o为此引入路径跟

踪方程在扩展关节空间中解曲线的概念o用于求解

奇异路径跟踪问题o并以此定义广义路径参数q

3q1 扩展关节空间路径参数

刚性机械臂正运动学和微分运动学可表示为

κ}Ρ ν ψ Ρ μ } ξ � κkΗl kxl

ξα� 5κ
5ΗΗ
α
� ϑkΗlΗα kyl

其中 ξoξαΙ Ρ
μ 为机械臂末端位姿和速度oΗoΗαΙ Ρ

ν 为

关节角位移和速度q本文讨论非冗余机械臂即 μ �

νqϑkΗl为机械臂的 �¤¦²¥¬¤± 矩阵q设任务空间路径

可表达为参数 Κ的函数

ξ � γkΚl kzl

其中 ΚΙ ≈ΚsoΚφ q代入式kyl可得路径跟踪方程

ΦkΗoΚl � ΚkΗl p γkΚl � s k{l

ΦkΗoΚl对变量求导数可得

Η kΗoΚl � ≈
5κ
5Η p

5γ
5Κ  k|l

称式k|l为扩展 �¤¦²¥¬¤± 矩阵q方程k{l为含标量参

数 Κ的非线性方程组o由隐函数定理≈{ o在正则点方

程k{l的解 Η可表示为 Κ的函数o即存在

Η� φkΚl ktsl

因此可用 Κ来参数化正则路径~但在奇异点o由于前

述原因o必须寻求新的参数化方法q考察k{lo若把参

数 Κ视为普通变量o则k{l为含 νn t个变量的 ν 维非

线性方程o其解为 νn t 维空间的曲线o若存在参数

来表示该解曲线o则此参数即为所求的奇异路径参

数 σq一个自然的选择是解曲线弧长o因解曲线所在

空间包含关节变量和 Κo称此弧长参数为扩展关节空

间路径参数 σq由拟弧长算法可求取方程k{l的解曲

线o选定 σ后o即得到 ΗkσloΚkσlq

3q2 基于拟弧长法的奇异路径跟踪

设kΗsΚsl为方程k{l的初始解o从该解出发采用

拟弧长法可求得直路径终点kΗφoΚφl的解曲线数值

解q记 ψκ� kΗκoΚκl为方程k{l的第 κ个已知解oψακkΗακo

Κακl为该点处解曲线的单位切向量q在正则点 Η kΗoΚl

的零空间是一维的o此时切向量 ψακ� kΗακqΚακl可由下

式求得

Η kΗoΚlψακ � so + ψακ+ � t kttl

构造辅助方程

Νkψκo∃σκl � ψΤ
κkψ p ψκl p ∃σκ � s ktul

上式的几何意义为垂直于 ψακ 且与 ψκ 点距离为 ∃σκ 的

超平面o∃σκ 为局部参数q联立k{lktul得

Γ �
Φkψl

Νkψo∃σl
� s ktvl

以 ψκ 为初值o用� º̈·²± 法求解此方程o即可得到解

曲线的下一个解点 ψκn tq辅助方程的引入使方程ktul

在正则点上� º̈·²±迭代二阶收敛q注意到上述算法

中引入解曲线的局部参数 ∃σκ1 式ktl中所需的全局

参数 σ可通过积分 ∃σκ 来获得

σkκl � Ε
κ

ι� s

∃σι

κ � soto, oΛ ktwl

κ� s对应于解曲线初始点o有 σksl� so当 κ� Λ 时o
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对应于解曲线终点o有 σkΛl� σφoΛ 为计算解曲线所

需的最大计算步数目q

4 路径参数与轨迹规划kΠατη παραμ ετερ ανδ

τραϕεχτορψ πλαννινγl

记 Η3 为机械臂的奇异点o若下式成立则路径在

该点上称为退化的

ΥΤ
σkΗ3 l

δ ξ
δΚΞ s ktxl

其中 ΥσkΗ3 l为 Η3 处末端速度奇异子空间o由非线性

分支理论知o此类奇异点对应于解曲线上的极限点o

极限点上 δΚÙδσ� sq穿越奇异点时o任务空间期望速

度必需满足以下约束条件}

ΥΤ
σkΗ3 lξα� s ktyl

其中 ξα为末端的空间速度q由链式规则

ξα� δ ξ
δΚ

δΚ
δσ

σα ktzl

由于极限点处 δΚÙδσ� soktyl恒成立o不受 σα的影

响o因而使 σ成为可自由规划的路径参数q可见 σ的

引入不仅解决了奇异路径参数化问题o而且由于解

曲线的几何性质吸收了奇异点对运动规划带来的约

束o使 σ成为可自由规划的参数o从而奇异路径轨迹

规划化为常规路径轨迹规划q

5  基于动态规划的轨迹优化 kΔψναμ ιχ

προγραμ μ ινγ−βασεδ οπτιμ ιζατιονl

在奇异路径参数化的基础上o本文采用动态规

划算法来求解式ktlp kwl所定义的优化问题q将式

kul的约束条件化为kσoσαl函数形式o把 Η� φkσl写成

标量函数形式

Ηι � φ ιkσlo ι � to, oν kt{l

易得

Ηαι �
§φ ι

§σ
σαo ι � to, oν kt|l

Ηβι �
§φ u

ι

§σu
kσαlu n

§φ ι

§σ
σβ

ι � to, oν kusl

其中 ι为关节序号oφ ιoδφ ιÙδσqδφ u
ιÙδσu 均为方程k{l

解曲线的局部几何性质o可通过插值方法求得o代入

kul即得kσoσαl的函数形式的约束条件q为提高算法效

率o在kσoσαl平面上构造最大速度曲线可减少所需计

算的网格点数目q由式kul的速度约束及式kt|lo并

记 δφ ιÙδσ� αι 可得

Ηαι [ αισα[ Ηαιo ι � to, oν kutl

σαι �

Ηαιαp t
ι αι � s

Ηαιαp t
ι αι � s

无约束 αι � s

kuul

其中oσαι 是与第 ι关节速度极值相对应的最大路径速

度o则最大速度曲线可表示为

s [ σαkκl [ °¬±
ι
kσαιkκll kuvl

其中 κ为解曲线上的离散步序数o同ktwl中的 κοq等

分参数 σ为 Ν 份o离散步距为 ∃t� σφÙΝ o得网格点

σιoι� soto, oΝ q对于σαo只在最大速度曲线范围内进

行离散化o设

σα°¤¬ � °¤¬
κ

kσαkκll kuwl

等分σα为Μ 份o离散步距为 ∃u� σα°¤¬ÙΜo得网格点σαϕoϕ
� soto, oΜq考虑式kwl所给出的最小时间指标o定

义如下的最优值函数}

ςkσιoσαϕl � °¬±
λ� so, oΜ

k
∃t

σαϕ n σαλ
n ςkσιn toσαλll

ι � soto, oΝ o ϕ� soto, oΜ kuxl

其中
∃t

σαϕn σαλ
为相邻节点间的运动时间近似值q以下为

动态规划方法求解最优轨迹的算法步骤q

算法}奇异路径最优轨迹规划

ktl 由式kttp tyl计算参数化解曲线~

kul 由式kuvl计算最大速度曲线~

kvl 生成kσoσαl网格}节点为一结构型数据o内含

三成员}有效标志o值函数o路径指针~

kwl 网格预处理}最大速度曲线以下区域标为有

效~边界点仅标记kσsoσαslokσΝoσαsl有效~

kxl 在有效区内按式kuxl逆序计算值函数~

kyl 按指针顺序找到最优网格点轨迹~

kzl 计算关节运动的时间轨迹q

k{l 结束q

6 仿真研究kΣιμ υλατιον στυδψl

机械臂结构及期望路径如图 t所示q

图 t 二连杆机械臂奇异路径跟踪

ƒ¬ªqt ≥¬±ª∏̄¤µ³¤·«·µ¤¦®¬±ª²©u2̄¬±® §̈¤µ°

  连杆长度长度为 λt� λu� t° ~期望路径为圆心位

于ktqxosl半径为 ρ� sqx的圆o任务空间路径参数 Ηs

uxx     机 器 人 ussu年 tt月



定义为机械臂末端对应的圆心角q机械臂初始位置

在圆弧左端点o相应初始值分别为 Ηt� ΠÙvoΗu� p

uΠÙvoΗs� p Πo期望路径沿圆弧按 Ηs 增加k逆时针l

方向运动oΗs 的终点值为 Ηs� Πq要求规划最小时间

关节运动轨迹o平滑地穿越奇异点q

图 u 为奇异路径的参数化解o横坐标为解曲线

弧长 σo纵坐标为关节位移曲线q

图 u 关节位移解曲线

ƒ¬ªqu ≤∏µ√¨¶²̄ ∏·¬²± ²©­²¬±·§¬¶³̄¤¦̈° ±̈·

  当 Ηt� soΗu� s时末端穿越奇异点o图中可见在

此点关节变量为参数 σ的光滑映射q

下表列出轨迹优化问题的运动约束}

表 1 运动学约束条件

Ταβλε 1  Κινεμ ατιχ χονστραιντσ

关节 关节角 µ¤§ 速度 µ¤§Ù¶ 加速度 µ¤§Ù¶u

Ηt p ΠÙΠ p uÙu p tsÙts

Ηu p ΠÙΠ p wÙw p txÙtx

  图 v 给出相平面中的规划结果o虚线为最大速

度曲线k√� ¤¬lo实线为参数 ¶的最优速度曲线

k√� ³·¬lq

图 v 相平面中最大速度曲线及最优速度曲线

ƒ¬ªqv � ¤¬¬° ¤̄ ¤±§²³·¬° ¤̄ √¨̄²¦¬·¼ ¬± ³«¤¶̈ ³̄¤±¨

图 w 给出关节空间的最优加速度规划结果q仿

真结果表明o关节位移!速度及加速度的规划结果均

满足设定的约束条件q轨迹规划计算程序由 ≤ n n 语

言编制o运行在 ° ±̈·¬∏°��Ùvxs� 的 °≤ 上o�� xso

� � vsso计算时间 v¶o最优运动时间值为 {ss°¶q

图 w 最优关节角加速度

ƒ¬ªqw � ³·¬° ¤̄ ­²¬±·¤¦¦̈¯̈ µ¤·¬²±¶

7 结论kΧονχλυσιονl

本文研究奇异路径的最优轨迹规划问题o提出

基于扩展关节空间解曲线弧长的路径参数化方法o

采用拟弧长算法来求解奇异点邻域内的逆运动学

解~在此基础上o以最小时间轨迹为例o给出采用动

态规划方法求解奇异路径最优轨迹规划问题的求解

方法q本文所述的路径参数化方法o以及基于此参数

的轨迹优化方法不仅适用于奇异路径o也适用于常

规路径轨迹规划问题q
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