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摘 要} 结合位置正解模型o利用 �° 网络求解了机器人逆运动学问题k��°lq为提高求解结果精度o采用迭代

计算进行误差补偿o计算结果表明o该法迭代次数少o计算精度高且计算速度接近机器人实时控制的要求q
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1 引言kΙντροδυχτιονl

逆运动学是给定机器人末端操作器的位姿o计

算对应关节变量o与正运动学不同o逆运动学问题要

复杂得多o表现为逆解的存在性和唯一性问题q逆解

的存在性定义了手的操作空间q进一步o逆解通常是

非唯一的o且不一定存在闭式逆解q业已证明o具有

球形手腕的操作器存在闭式逆运动学解q对于一般

结构的 ν 自由度操作器o逆解要通过求解一个 uν 阶

多项式方程才能获得q当 ν� u 时无解析解q在此情

况下o我们不得不使用某种数值算法o逆运动学问题

成为一个非线性超越方程的数值求解问题q困难之

一是数值解法一般不能给出全部可能的解~困难之

二是现在的机器人控制系统通常要求实时计算逆运

动学o因而必须具有快速性质o而常规的数值解法的

迭代性质使得解的精度不高或花时太多q

人工神经网络在解决非线性映射方面的问题时

有强大的逼近能力o在机器人领域可用于操作手运

动学及动力学模型的自动辨识!障碍回避与路径优

化以及机器人控制等一系列问题≈t∗ x q结合位置正解

模型o采用 �° 网络o通过对大量样本的训练学习o实

现机器人从工作变量空间到关节变量空间的非线性

映射o从而可以避免求解位置逆解时公式推导和编

程计算等繁杂的过程q但常规的 �° 网络的求解精度

难以满足机器人精确控制的要求q为提高逆解结果

精度o可以采用迭代计算进行误差补偿q本文采用�°

网络与误差补偿结合的方法o以 °� � � xys 机器人

为例o得到了比较精确的位置逆解求解结果q

2 ΒΠ神经网络模型 kΜοδελοφ ΒΠ ΑΝΝl

ΒΠ 神经网络的结构参数参见文献≈y qΒΠ 网络

的学习过程由前向过程和误差反向传播过程组成q

其前向计算过程如下q

k¤l 输入层节点 ι的输出 Οι 等于其输入 Λιq

k¥l 隐层节点 ϕ的输入!输出分别为

νετϕ � Ε
ι

Ξϕιοι n Ηϕ

οϕ � φkνετϕl � ≈t n ¬̈³kp νετϕl 
p t
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式中oΞϕι为隐层节点 ϕ与上一层节点 ι之间的连接权

重~Ηϕ 为隐层节点 ϕ的阈值~φ 为非线性 ≥¬ª°²¬§函

数q

k¦l 输出层节点 κ的输入!输出分别为

νετκ � Ε
ϕ

Ξκϕοϕ n Ηκ

οκ � γ kνετκl � νετκ

式中oΞκϕ为输出层节 κ点与上一层节点 ϕ之间的连接

权重~Ηκ 为输出层节点 κ的阈值qγ 为线性 ³∏µ̈ ¬̄± 函

数q

对于给定的训练样本集kξ πtoξ πuo, oξ πΝ lψ kτπto

τπuo, oτπΚloπ � touo, oΠ 为样本序号o网络运算结

果与训练样本目标输出之间的均方误差和o即网络

的系统误差表示为

Ε � kt ΠlΕ
Π

π� t

Ε π

Ε π � kt ΠlΕ
Κ

κ� t

kτπκ p οπκl
u

式中oΠ 为训练样本数~τπκ和 οπκ分别为 π 第样本的第

κ输出单元的目标输出和网络运算结果q

网络训练学习的过程就是通过调节网络内部连

接权重使网络误差最小化的过程q�° 网络的连接权

重调整过程也就是误差反向传播过程q

对于输出层与隐层之间的权值 Ξκϕ有

Ξκϕkν n tl � Ξκϕkνl n ΓΔκοϕ n

Α≈Ξκϕkνl p Ξκϕkν p tl 

Δκ � γ kνετκlkτκ p οκl � kτκ p οκl

式中 τκ 为节点 κ的目标输出q

对于隐层与输入层之间的权值 Ξϕι有

Ξϕιkν n tl � Ξϕιkνl n ΓΔϕοι n

Α≈Ξϕιkνl p Ξϕιkν p tl 

Δϕ � φjkνετϕlΕ
κ

kΞκϕΔκl � οϕkt p οϕlΕ
κ

kΞκϕΔκl

式中oν 为迭代运算次数~Γ为权值的增益系数o即学

习率os� Γ� t~Α为惯性系数o用以调整学习的收敛

速度q

ΒΠ 网络是目前比较成熟且广泛应用的一种网

络q它把一组训练样本的输入输出问题变为一个非

线性优化问题q从映射的角度看o神经网络实现了输

入模式空间到输出模式空间的非线性映射关系q

3 基于 ΒΠ网络的 ΠΥΜΑ560 机器人 ΙΚΠ求

解实例kΕξαμ πλε αππλιχατιον οφ ΒΠ ΑΝΝ

το τηε ΙΚΠ οφ ΠΥΜΑ560l

°� � � xys 机器人的具体结构及杆件坐标系见

文献≈z o⁄2� 参数如表 tq

表 1 ΠΥΜΑ560 机器人的 Δ −Η 参数

Ταβλε 1 Δ −Η παραμ ετερσ οφ τηε ΠΥΜΑ560

关节 ι Ηιkβl Αιkβl αιk°° l δ ιk°° l

t ΗtΙ ≈p tyson tys  |s s s

u ΗtΙ ≈p uuxowx  s wvtq{ tw|qs|

v ΗtΙ ≈p wxouux  s p usqvu s

w ΗtΙ ≈p ttsotzs  p |s s wvvqsz

x ΗtΙ ≈p tssotss  |s s s

y ΗtΙ ≈p uyyouyy  s s xyqux

  为了训练网络o由循环程序给出机器人的关节

变量kΗtπoΗuπoΗvπoΗwπoΗxπoΗyπlo然后通过正解运算求

得相应的末端操作器位姿kξ πoψπoζπoΟπoΑπoΤ πlq从

而得到学习样本

¾ξ πoψπoζπoΟπoΑπoΤ πÀ ψ ¾ΗtπoΗuπΗvπoΗwπoΗxπoΗyπÀ

  本文在整个机器人工作空间内选取了 v{ws 个

学习样本q网络结构选用输入层与输出层均有 y 个

节点o分别与 y个输入和输出变量对应q隐层节点的

选用由于没有理论指导可以借鉴o在对各种结构进

行大量学习试验的基础上o经过比较o选取两个隐

层o节点数分别为 t| 和 tzq训练算法采用 �̈ √ ±̈2

¥̈ µª2� ¤µ́∏¤µ§·优化方法q经过大约 uss 次迭代学

习后o网络的系统误差约为 tsp xq当继续对网络进行

训练学习时o其系统误差降低的速度已经十分缓慢q

该网络训练学习迭代次数�与与系统误差 ∞ 之间的

关系如图 t所示q

网络训练成功后o测试数据由以下方法给出o工

作空间中从位姿kp sqtosqvyosqvuop sqxosquosl

延直线运动到ksqwxosop sqvvosquyop squ{otqu{l

过程中 tt个均匀位置及姿态作为网络的输入o而通

过 °� � � xys机器人逆解解析解求得的相应关节向

量作为网络的期望输出q网络计算结果的误差用下

式计算

∃Ε � ≈kΗtτ p Ηtβπlu n kΗuτ p Ηuβπlu n

  kΗvτ p Ηvβπlu n kΗwτ p Ηwβπlu n

  kΗxτ p Ηxβπlu n kΗyτ p Ηyβπlu t u

  式中kΗtτoΗuτoΗvτoΗwτoΗxτoΗyτlo为机器人给定的关

节向量o即期望输出~kΗtβπoΗuβπoΗvβπoΗwβπoΗxβπoΗyβπlo为

网络计算出的机器人关节向量o单位采用弧度制q附

表 t 为有关求解结果qtt 组解的平均误差为 sq

styyµ¤§o最大误差达到了 sqsutuµ¤§o即平均角度误

差为 sq|xvβo最大角度误差为 tqutvβq显然o单纯的

tvt第 uw卷第 u期 陈学生等} 基于神经网络的机器人操作手 ��° 精确求解



�° 网络求解精度难以满足机器人控制的精度要求o

必须进行误差补偿q

图 t ∞ 与 �的关系

ƒ¬ªqt � ¨̄¤·¬²± ¥̈ ·º ¨̈ ± ∞ ¤±§�

4  误差补偿算法 kΕρρορ χομ πενσατιον αλγο−

ριτημ l

为了得到满意的精度o采用迭代计算进行误差

补偿q误差补偿算法流程如图 u所示q

图 u 误差补偿算法流程

ƒ¬ªqu ƒ ²̄º ¦«¤µ·²© µ̈µ²µ¦²° ³̈ ±¶¤·¬²± ° ·̈«²§

  其中oΠνεω是对 Τ ι 进行正解运算所得位姿向量~

Τ ιn t为以 Πνεω为输入经网络逆解运算所得关节向量~

误差 Ερρ� Τ ιn tp Τ ι~偏差 ∃Πj� Πνεωp Πιν~误差补偿

是采用 Πινp ∃Πj作为下一循环的网络输入~

采用图示误差补偿算法之后o逆解计算的精度

得到大幅提高o且只需很少几次迭代q利用上述算法

对测试数据进行了验证计算q计算结果误差如附表 u

所示q经过 v 次迭代以后o最大误差仅为 tqxsz≅

tsp x
µ¤§o已能满足机器人控制精度要求q在 ≤°� 为

° ±̈·¬± ��wss� 的计算机上测试o三次迭代运算时间

约为 uqwv°¶也已接近机器人实时控制的要求q

5 结论kΧονχλυσιονl

通过本文的计算实例可以看出o利用神经网络

和误差补偿算法求解机器人 ��° 是可行的q与传统

的求解方法相比o它有下列特点q

k¤l 神经网络通过利用正解结果训练学习o可以

实现从工作变量空间到机器人关节变量空间的复杂

非线性映射关系o避免了求解 ��° 时公式推导和编

程计算等繁杂的过程q求解计算简单o实用性好q同

时也适用于逆解无解析解的一般机器人以及冗余机

器人q

k¥l 单纯的 �° 网络的求解精度难以满足机器

人精确控制的要求q可用误差补偿的方法来提高计

算精度q

k¦l 神经网络对信息的处理及推理的过程具有

并行的特点q因此基于神经网络的 ��° 求解是极具

发展前途的方法o因为它使得利用 ∂ �≥�技术制造

��° 求解器成为可能o从而可以达到更高的求解速

度o从根本上解决 ��° 的实时求解q

总之o应用神经网络求解机器人 ��° 是一种全

新的!简单可行的方法o同时还有一些问题有待解

决q例如应用神经网络求解机器人 ��° 的多解性问

题o奇异性等q
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附表 1 ΒΠ网络对 ΠΥΜΑ560 机器人逆解的求解结果

Αππενδιξ 1 Ρ εσυλτσ οφ ΠΥΜΑ560 ΙΚΠ βψ υσινγ ΒΠ νετωορκ kραδl

序 号 Ηt Ηu Ηv Ηw Ηx Ηy ∃%

t
目标值

计算值

p sqtsss

p sqs|zu

sqvyss

sqvxsw

sqvuss

sqvtyx

p sqxsss

p sqxsyy

squsss

sqt|ty

s

p sqssyu
sqstyu

u
目标值

计算值

p sqswxs

p sqswy{

sqvuws

sqvtwu

squxxs

squxww

p sqwuws

p sqwvuy

sqtxus

sqtwuv

sqtu{s

sqtuzx
sqstyw

v
目标值

计算值
sqstss

sqssv{

squ{{s

squz{t

sqt|ss

sqt|wy

p sqvw{s

p sqvx{s

sqtsws

sqs|wv

squxys

squys{
sqst|v

w
目标值

计算值

sqsyxs

sqsxyu

squxus

squwuv

sqtuxs

sqtvws

p squzus

p squ{tt

sqsxys

sqsw|u

sqv{ws

sqv|ut
sqsutu

x
目标值

计算值

sqtuss

sqttsv

squtys

squszv

sqsyss

sqsy|{

p sqt|ys

p squst{

sqss{s

sqssyt

sqxtus

sqxutx
sqst|{

y
目标值

计算值

sqtzxs

sqtyxx

sqt{ss

sqtzwv

p sqssxs

sqssuy

p sqtuss

p sqtut{

p sqswss

p sqsvzx

sqywss

sqyw|z
sqsty|

z
目标值

计算值

squvss

squuuy

sqtwws

sqtwwv

p sqszss

p sqsyww

p sqswws

p sqswux

p sqs{{s

p sqs{u|

sqzy{s

sqzzzs
sqstws

{
目标值

计算值

squ{xs

squ{xz

sqts{s

sqttxv

p sqtvxs

p sqtu{z

sqsvus

sqsvxw

p sqtvys

p sqtvsw

sq{|ys

sq|stu
sqstu{

|
目标值

计算值

sqvwss

sqvxss

sqszus

sqs{t|

p squsss

p sqt|sz

sqts{s

sqttut

p sqt{ws

p sqt{su

tqsuws

tqst{|
sqst{x

ts
目标值

计算值

sqv|xs

sqv|sw

sqsvys

sqswtv

p squyxs

p squxyz

sqt{ws

sqt{{s

p squvus

p squvu{

tqtxus

tqtwwu
sqstws

tt
目标值

计算值

sqwxss

sqwxtv

s

p sqssuu

p sqvvss

p sqvvw|

squyss

squyv|

p squ{ss

p squ{zt

tqu{ss

tqu|ss
sqstws

附表 2 误差补偿计算后逆解的求解误差及运算时间

Αππενδιξ 2 Ερρορσ ανδ χομ πυτινγ τιμ ε οφ ΙΚΠ αφτερ οφφσετ ερρορ χομ πενσατιον kραδl

序 号 ∃%tktsp ul ∃%uktsp vl ∃%vktsp wl ∃%wktsp yl ∃%xktsp zl ∃%yktsp {l

t sqtvtt sqst|| sqssyy sqsuut sqsszu sqssuw

u sqtyv{ sqsvs{ sqss|w sqsu{x sqss{w sqssux

v sqvwvy sqtswu sqsw|z squutw sqtsux sqswzu

w sqyvxt squz|{ sqtxsz sq{yy| sqx{t{ sqv|tx

x sqs{zu sqsuwv sqsszz sqsuz{ sqstst sqssvy

y sqs{v{ sqstzx sqsswy sqstxy sqssxy sqsst|

z sqs|{w sqss{z sqsss| sqsswt sqsstw sqsssw

{ sqts|v sqsusu sqssx| sqsuuw sqsszz sqssu{

| sqt{uu sqsuzw sqss{s sqsuzx sqstsy sqssvx

ts sqtzsy sqsuvw sqsswy sqss|v sqssty sqsssu

tt sqtz{z sqsvtx sqss{u sqsus| sqssxv sqsstu

运算时间k°¶l sq|syw tqyztv uqwvvt vqtz{| vq|tty wqyxv|

     注}附表 u中 ∃Ε ιoι� touo, yo其中 ι为迭代次数q

vvt第 uw卷第 u期 陈学生等} 基于神经网络的机器人操作手 ��° 精确求解


