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基于神经网络的冗余度 × × 2∂ × 机器人

的运动学求解
α

徐礼钜 吴 江
四川大学机械工程系 

摘 要 应用 ° 神经网络对冗余度 × × 2∂ × 机器人的位姿正解进行训练学习 进而求解机器

人的位姿反解问题 根据网络模型求得机器人的一!二阶影响系数 应用神经网络求解雅可比矩阵的

伪逆 并对七重四面体的变几何桁架机器人进行了仿真计算

关键词 变几何桁架机器人 ° 神经网络 影响系数 位姿反解
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1 引言

× × 2∂ × × 2× 2∂ × ∏ 机器人是由多个四面体

组成的变几何桁架机器人 平面 ≤ 为机器人的基础平台 基本单元中各杆之间由球铰连接

通过可伸缩构件的长度变化 来改变机构的构形 如图 所示 变几何桁架机器人是一种新

型的具有广阔应用前景的机器人 它不仅具有刚度大 承载能力强和定位精确等优点 而且还

可设计成可折叠的机构 冗余度机器人中多余的自由度可以用来改善机器人的运动学特性和

动力学特性

本文应用 ° 神经网络对冗余度 × × 2∂ × 机器人的位姿正解进行训练学习 解决了机器

人的位姿反解问题 利用网络模型求得一阶影响系数 雅可比矩阵 和二阶影响系数 并应用神

经网络求得雅可比矩阵的伪逆

2 位姿反解

设冗余度 × × 2∂ × 机器人操作手由 Ν 个伸缩关节组成 图 所示为两个单元的 × ×

∂ × 机构 设变量 θι , Ν 表示为平面 ΑΒΧ和平面 ΒΧΔ 的夹角 其相应的速度和加

速度分别为 θαι θβι ι , Ν

它们与 λι λαι λβι ι , Ν 的关系如下≈

λι δ θι λαι δ θι θαι

λβι δ θι θβι θι θαι
式中 δ 表示 × × 2∂ × 中不可伸缩构件的长度

λι λαι λβι 分别表示机器人可伸缩构件的长度!速度和加速度

建立图 的神经网络模型来学习位姿正解 网络结构和网络计算见表 和表 由图 的
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图  两个单元的 ΤΤ 2ΧΓΤ 机构

网络结构图 机器人末端位姿可表示为中间变量 θι ι , Ν 的三角函数的组合

Ξ κ 6
Μ

ϕ

ϖκϕ ≈ Ω ϕ
Τ θχ

式中 κ , Λ θχ ≈Π θ , θΝ Λ 表示任务自由度 κ表示操作手末端位姿的第 κ个

分量 θι ι , Ν 为中间变量 Ν 为关节变量个数

图  学习位置正解的神经网络模型         图  位置反解算法流程图

表 1 网络结构

° 神经网络
输入层
节点数

隐层节
点数

输出层
节点数

权值矩阵 激发函数 阈值
样本
数目

学习位置
正解

Ν Μ Λ
Ω 隐层与输入层之间

ς 隐层与输出层之间
ψ ξ 隐层

ψ ξ 输出层
隐层

输出层
Π 个

计算雅可比
矩阵伪逆

Λ
无隐层
节点

Λ Υ 输入层与输出层之间 ψ ξ 输出层
输出层

Λ 个

  通过表 的网络计算求得对于第 π 个学习样本的权值修改量 为了减小单个学习样本带

来的不足 我们将所有的学习样本的权值修改量的总和作为每一步网络训练的修正量 另外在

权值修正项中还引入动量项 动量项表示了过去的学习效果 从而减小了学习过程的振荡趋
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势 改善了收敛性

表 2 网络计算 对于第 π 个学习样本

° 网络 学习位姿正解 计算雅可比矩阵伪逆

输入层
节点 ι 的输出

Οπι θπι ι , Ν Οπ Π

节点 ι 的输出

Οπι ϑχπι ι , Λ

隐层
节点 ϕ的输出 νετπϕ 6

Ν

ι
ω ϕιΟπι

Οπϕ νετπϕ  ϕ , Μ

无隐层

输出层

节点 Κ 的输出

νετπκ 6
Μ

ϕ
ϖκϕΟπϕ κ , Λ

Οπκ νετπκ

节点 ϕ的输出

νετπϕ 6
Λ

ι
ω ϕιΟπι

Οπϕ νετπϕ ϕ , Λ

输出误差 Ε π 6
Λ

κ
Ξ πκ Οπκ Ε π 6

Λ

κ
Ψπϕ Οπϕ

权值修改量

∃ϖκϕπ Γ Ξ πκ Οπκ Οπϕ

∃ω ϕι π Γ6
Λ

κ
Ξ πκ Οπκ ϖκϕ νετπϕ Οπι

∃ϖϕιπ Γ Ψπϕ Οπϕ Οπι

符号说明

Ο 表示输出的值

νετ表示节点的值

Γ表示权值修改的步长

Ξ 表示输出层的理想输出值 样本值

Ο 表示输出的值

νετ表示节点的值

Γ表示权值修改的步长

Ψ 表示输出层理想输出值 样本值

权值的修正公式为

ϖτ
κϕ ϖτ

κϕ α 6
Π

π

∃ϖτ
κϕπ α6

Π

π

∃ϖτ
κϕ π

ω τ
ϕι ω τ

ϕι α 6
Π

π

∃ω τ
ϕι π α6

Π

π

∃ω τ
ϕι π

式中 α表示动量项的系数 τ表示网络的训练次数

当总的输出误差小于误差 Ε 6
Π

π
Ε π 小于误差许可值时 网络停止训练 此时网络成功进

行了学习 可得网络的权值矩阵 Ω 和 ς 的各元素值

冗余度机器人的位姿反解具有无穷多解 不能直接采用 ° 神经网络求解位姿反解 现用

基于李雅普诺夫函数的修正算法进行求解位姿反解≈ 如图 所示 取李雅普诺夫函数为

φ θ Ξ ΤΞ θυΤθυ

式中 Ξ Ξ Ο Ξ 表示期望的位姿 Ο 表示实际的位姿

θυ θδ θ θδ 表示中间变量的限制向量 θ 表示实际的中间变量 对式 两边求导得

φα Ξ Τϑ θυΤ θα

并令

θα + Ξ +
+ ϑΤΞ θυ+

ϑΤΞ θυ
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由式 代入式 可使 φα 即表示系统是渐近稳定的 应用迭代公式逐步逼近 最终使 Ξ ψ

从而求得 θ 值 代入式 可求得已知机器人末端的位姿时的机器人可伸缩构件的长度 λι ι

, Ν

3 计算一阶影响系数 雅可比矩阵 ϑ 和二阶影响系数 Η

对式 求导可得

Ξακ Γκθα ≈Γκ Γκ , Γκϖ θα

式中

Γκι 6
Μ

ϕ

ϖκϕ ≈ Ω ϕ
Τθχ ω ϕι ι , Ν

Ω ϕ ≈ω ϕ ω ϕ , ω ϕΝ

θα ≈θα θα , θαΝ Τ

对式 求导可得

Ξβκ θαΤΗ θ
κθα Γκθβ

式中

ηθ
σρ 6

Μ

ϕ

ϖκϕ ≈ Ω ϕ
Τθχ ω ϕρ ω ϕσ σ , Ν ρ , Ν

Η θ
κ

ηθ
λ , ηθ

λρ , ηθ
λΝ

ηθ
σ , ηθ

σρ , ηθ
σΝ

ηθ
Ν , ηθ

Ν ρ , ηθ
ΝΝ

对于 × × 2∂ × 机器人我们也可得

Ξακ ϑκλ
α

≈ϑκ ϑκ , ϑκΝ ≈λα λα , λαΝ Τ  κ , Λ

Ξβκ λαΤΗ κλ
α ϑΚλ

β

由式 和式 ! 可得

ϑκι

δ
λι

δ

Γκι ι , Ν

ησρ

δ
λσ

δ

λρ

δ

ηθ
σρ Κ

λσ

δ

δ
λσ

δ

Γκσ

式 中 Κ
 σΞ ρ

 σ ρ
ησρ为矩阵 Η κ 中的第 σ行 第 ρ列元素

当 κ分别取 , Λ 时 由式 和式 ! 可求得一阶影响系数 雅可比矩阵 ϑ

和二阶影响系数 Η 且 ϑ ≈ϑ ϑ , ϑΛ
Τ Η ≈Η Η , Η Λ

Τ

4 计算雅可比矩阵的伪逆

显然 由式 可推得
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λα ϑ Ξα Ι ϑ ϑ Υα

Ιβ ϑ Ξβ λαΤΗ λα Ι ϑ ϑ Υβ

式 和式 为式 的通解形式 ϑ 表示雅可比矩阵的 2° 伪逆

ϑ ϑΤ ϑϑΤ ϑΤϑχ

图  网络结构

建立如图 的神经网络模型来求解 ϑχ 网络结构

和网络计算见表 和表 权值的修正公式与式

类似 当网络收敛后 可求得权值矩阵 Υ 由图 的

网络结构分析可得 ϑχ ΥΤ 从而由式 可求得

雅可比矩阵的伪逆 ϑ

5 仿真计算

我们以七重四面体变几何桁架机器人为例 设

操作手末端位置为 姿态用三

个方向角表示为 计算位姿

反解时的中间变量的限制变量 θδ 为 β β β

β β β β Τ 求得对应的关节长度 以及雅可

比矩阵及其伪逆如下

λ Τ

ϑ

     

   

   

   

   

       

ϑ

      

      

   

 

 

    

  

6 结论

本文基于 ° 神经网络求解了冗余度 × × 2∂ × 机器人的位姿反解问题 进一步可求得一

阶影响系数以及其伪逆!二阶影响系数 并可将此方法推广到求解机器人的其它问题
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