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柔性机器人协调操作闭链负载机构的一般模型
α
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摘 要} 本文利用闭链刚性负载内部运动参数之间的微分关系o在单柔性机器人有限元动力学模型基础上o建

立了系统的运动学和动力学协调约束条件o首次导出了基于负载运动任务参数的柔性机器人协调操作闭链刚性负

载的动力学方程o并给出了两 v� 柔性机器人协调操作刚性四杆机构的仿真算例q
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1 引言kΙντροδυχτιονl

高速!轻型化的柔性机器人对于实施空间计划o

提高现代工业生产率具有重要的意义q自从美国

�� ≥� 将精确控制航天飞机上的柔性机械臂作为课

题提出后o众多学者投入了这一领域的研究o并在建

模!优化!设计!控制等方面取得了一系列研究成

果≈tox q多机器人的协调操作比单机器人具有更强的

灵活性o它能完成诸如抓取有自由度或非刚性负载

等单机器人不能完成的复杂作业o这方面的研究国

际上早在 {s年代就已开始≈x q将以上两个领域结合o

实施多柔性机器人的协调操作o则能集两方面优势

于一身o因此成为机器人领域新的研究方向≈t∗ v q目

前o它已开始引起各国学者的重视o但由于刚刚起

步o所以在建模!动力性能的定量指标!运动规划!抓

持拓扑选形!运动稳定性!控制策略等许多方面还亟

待深入研究q

� ¤·¶∏±²
≈t 与 ≥∏±

≈u 分别对两台 u� 和两台 v�

含柔性杆件的机器人协调操作进行了研究q

� ¤·¶∏±²
≈t 设计了系统鲁棒协调控制器o≥∏±

≈u 提出

了一种基于力分布规划来达到逆动力学与扭矩均能

稳定的控制策略q在他们的研究中o负载都是无自由

度的刚性物体o且每台机器人都仅考虑了一个杆的

柔性o这对于具有更高精度要求的复杂作业是远远

不够的q

当在动力学分析中考虑机械臂柔性时o相当于

对原刚性系统增加了一系列弹性变形与作用力之间

的物理约束关系o这既使得原刚性机器人协调操作

系统中运动链的封闭性!抓取内力的不定性等均被

打破o又使柔性机器人协调操作系统的运动学与动

力学发生耦合q当上述柔性机器人系统所操作负载
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为一闭链机构时o整个系统运动学关系因还需满足

闭链负载本身的封闭性o而使得此系统的建模将更

加复杂q本文将对柔性机器人协调操作闭链负载的

建模问题进行系统的研究o逐一分析系统各部分之

间的几何与物理关系o利用闭链刚性负载内部运动

参数之间的微分关系o建立一般的动力学模型o并给

出两 v� 柔性机器人协调操作刚性四杆机构的仿真

算例q

2 动力学模型的建立kΔψναμ ιχ μ οδελινγl

我们约定本文所讨论的负载机构是全部由 Ρ 副

组成且不包含复合铰的平面闭链刚性机构q设满足

上述约定的负载机构由 ν 个构件oπ 个 Ρ 副组成o则

此机构的自由度为}Φ� vνp uπ p vo独立环的数目

为}Λ� ≈νp kΦp tl Ùup t� π p νp tq为确定此负

载机构位形o我们选择 θ� Φn t台 vΡ 柔性机器人分

别抓取负载机构中 θ 个能完全确定负载机构位形的

不同构件q

我们将机器人分别编为第 t至第 θ 号o其所夹持

的构件也相应地编为第 t至第 θ 号o其余的 νp θ 个

构件编为第 θn t至第 ν 号q设第 ι号刚性机器人由

机架至夹持端的 Ρ 副分别用ιΟt
ρoιΟu

ρoιΟv
ρ 表示o夹持

端用ιΟw
ρ 表示o与机器人刚性位置相对应o机器人在

名义刚性位形和实际位形时oιΟt
ρ∗ ιΟw

ρ 的对应点分

别为}ιΟt
μ ∗ ιΟw

μ 和ιΟt
φ∗ ιΟw

φo kι� t∗ θlq

为建立协调操作系统的动力学方程o应首先导

出系统的运动协调约束条件和动力协调约束条件o

而它们又和闭链负载内部运动学参数之间的微分关

系!负载动力学方程密切相关q下面我们按照图 t所

示的流程来建立系统动力学方程q

图 t 柔性机器人协调操作闭链负载的建模流程图
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2q1  刚体运动学分析与闭链负载机构的运动微分

关系

设负载运动参考坐标系 2 Π
ρ 牵连于 t号负载构

件o且原点与 t号机器人上的tΟw
ρ 点重合oξ 轴方向

任选q无论给定何种目标任务o只要它能够完全确定

负载机构在系统惯性坐标系 2 Β 中的位形o我们就能

够利用建立在 2 Π
ρ 中的 u≅ Λ 个独立的环方程o通过

解析或数值方法o将其转化为 2 Π
ρ 系原点在 2 Β 中的

坐标kΒξ
ρkτlo Βψ

ρkτll!ξ 轴方位角 Βρkτl及 u∗ θ 号负

载构件在 2 Π
ρ 中的方位角oϕΑρkτlkϕ� u∗ θl的形式o

我们将这种形式的目标任务称为标准目标任务q令}

ΑλΡkτl � ≈uΑρovΑρo, oθΑρ Τ Ι Ρ kθp tl≅ t

Αλςkτl � ≈θn tΑρoθn uΑρo, oνΑρ Τ Ι Ρ kνp θl≅ t

ΒθΡkτl � ≈ΒρoΒρ
ξo, oΒρ

ψ 
Τ Ι Ρ v≅ t

ΧλΡkτl � ≈kΑλΡlΤokΒθΡlΤ Τ Ι Ρ kθn ul≅ t ktl

  设某时刻 τo负载的目标运动状态由标准目标任

务参数 ΧλΡ 确定o则通过负载机构中 Λ 个独立环所导

出的 u≅ Λ 个环方程o就能够在 2 Β 中求出负载各构

件的质心 Σϕ
ρ 坐标以及向量tΟw

ριΟw
ρ 之分量kΠιξ

ρo

Πιψ
ρl与标准目标任务参数之间的微分关系}

¾∃Σρ
ϕξÀ � ≈ϑΣξ  ∃ΧλΡo

¾∃Σρ
ϕψÀ � ≈ϑΣψ  ∃ΧλΡo

ϕ� t ∗ ν

¾∃Πkιn tlξÀ � ≈ϑΠξ  ∃ΧλΡo
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¾∃Πkιn tlψÀ � ≈ϑΠψ  ∃ΧλΡo

ι � t ∗ kθ p tl kul

kul 中 ≈ϑΣξ  o ≈ϑΣψ  Ι Ρ ν≅ kθn ulo ≈ϑπξ  o ≈ϑΠψ  Ι

Ρ kθp tl≅ kθn ulo仅与负载机构的位形有关q

由负载目标位形所决定的每台刚性机器人的位

形在非奇异时有 u 组解o从而整个刚性机器人系统

共有 uθ 组解o我们可以从中任选一组作为后续分析

中 刚 性 机 器 人 位 形 的 基 解o 则 每 台 机 器 人

的ϕΗριoϕΗαριoϕΗβριokϕ� t∗ θoι� t∗ vl均可由目标任务确

定q

2q2 柔性机器人的有限元模型

2q2q1 柔性机器人的名义刚性位形

设第 ϕ号柔性机器人的相对名义刚性关节角ϕΗφι
是在相应刚性机器人位形的相对关节角ϕΗρι 的基础

上o增加一校正位移小量 ∃ ϕΗρι 而得的o即ϕΗφι � ϕΗριn

∃ ϕΗριokϕ� t∗ θo ι� t∗ vlo从而抓持点ϕΟμ
w 相对于ϕΟρ

w

的变化量为
ϕΟρ

w
ϕΟμ

w � ϕϑρ ∃ ϕΗρ kvl

其中oϕ� t∗ θo∃ ϕΗρ� kϕΗρtoϕΗρuoϕΗρvlΤoϕϑρ 为 ϕ号刚性

机器人的 �¤¦²¥¬¤±矩阵q

末端抓持杆ϕΟμ
v  ϕΟμ

w相对于ϕΟρ
v ϕΟρ

w 的方位角

变化为

� µªkϕΟμ
v
ϕΟμ

w l p Αργ kϕΟρ
v
ϕΟρ

wl � Ε
v

ι� t

∃ ϕΗριo

ι � t ∗ θ kwl

2q2q2 有限元模型

设 ϕ号机器人的连架 t号杆!中间 u号杆!抓持

端 v号杆分别划分为 εϕt!εϕu!εϕv个单元o由文≈v o≈y 

可知第 ϕ号机器人的动力学方程为

≈ϕμ  ¾ϕυβÀ n ≈ϕχ ¾ϕυαÀ n ≈ϕκ ¾ϕυÀ

� ¾ϕφ γÀ n ¾ϕφ πÀ n ¾ϕφ ωÀ kxl

  上式中oϕ� t∗ θo≈ϕμ  !≈ϕχ !≈ϕκ Ι Ρ σϕ≅ σϕ分别为

ϕ号机器人的质量!阻尼!刚度矩阵o¾ϕυÀ!¾ϕυαÀ!¾ϕυβÀ

Ι Ρ σϕ≅ t分别 ϕ号机器人的广义坐标!广义速度!广义

加速度¾ϕφ γ ÀΙ Ρ σϕ≅ to为机器人在名义刚性位形下的

刚性惯性力所对应的广义力o¾ϕφ πÀΙ Ρ σϕ≅ t为负载对

机器人作用所产生的广义力o且除了第 σϕp v!σϕp u!

σϕp t行外皆为零o¾ϕφ ωÀΙ Ρ σϕ≅ t为其它外载作用所产

生的广义力oσϕ� kw≅ Ε
v

ι� t
εϕιn vl为 ϕ号机器人广义

坐标总数q

2q3 柔性机器人协调操作的约束条件

2q3q1 运动协调约束条件

柔性机器人的名义刚性位形不一定满足与之相

应的刚性机器人的运动协调约束条件o但其变形后

的位形应满足新的协调约束条件q如图 u所示o

图 u 柔性机器人的各种位形及末端抓持点的变化情况

ƒ¬ªqu ∂ ¤µ¬²∏¶®¬±§¶²©¦²±©¬ª∏µ¤·¬²± ¤±§·«̈ √¤µ¬¤·¬²±

²© ±̈§2ªµ¤¶³¬±ª2³²¬±·²©©̄ ¬̈¬¥̄¨

ϕ号机器人的末端抓持点ϕΟρ
w 经过校正后移至ϕΟμ

w o再

经柔性变形后又移至ϕΟφ
wo同时过ϕΟρ

w 点的横截面法

线也由ϕΟρ
v
ϕΟρ

w 转至ϕΟv
ϕΟφ

wo由柔性机器人末端广义坐

标设定的物理意义得
ϕΟρ

w
ϕΟφ

w �
ϕΟρ

w
ϕΟμ

w n ϕΟμ
w
ϕΟφ

w kyl

� µªkϕΟv
ϕΟφ

wl p � µªkϕΟρ
v

ϕΟρ
wl

� Ε
v

ι� t

∃ ϕΗρι n ϕυσϕp t kzl

ϕΟμ
w

ϕΟφ
w � ≈ϕυσϕp vo

ϕυσϕp u 
Τo

ϕ� t ∗ θ k{l

ϕΑφ � ϕΑρ n ∃ ϕΑρo

ϕ� u ∗ θ k|l

∃ ϕΑρ � Ε
v

ι� t

∃ ϕΗρι n ϕυσϕp t p Ε
v

ι� t

∃ tΗρι p tυσ
t
p to

ϕ� u ∗ θ ktsl

∃Βθ Ρkτl � ≈∃Βρo∃Βρ
ξo∃Βρ

ψ 
Τ

�

Ε
v

ι� t

∃ tΗρι n tυσ
t
p t

tϑρ∃ tΗρ n
tυσ

t
p v

tυσtp u

kttl

  为保证系统所有运动链的封闭性o应满足
tΟρ

w
tΟφ

w n ktΟφ
w
ϕΟφ

w p
tΟρ

w
ϕΟρ

wl

p ϕΟρ
w
ϕΟφ

w � s ktul

上式中oϕ� u∗ θotΟφ
w
ϕ
Οφ

wp
tΟρ

w
ϕ
Ορ

w� ≈∃Πρ
ϕξ ∃Πρ

ϕψ 
Τo见

式 kulq

在kyl∗ kttl式的条件下o由ktul即可求得≈u≅

kθp tl 个关于ϕυσϕp vo
ϕυσϕp uo

ϕυσϕp t共kv≅ θl个各柔

性机器人广义坐标的线性代数方程组o其中独立的
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广义坐标共有kθn ul个q

令 υβ� ≈tυσtp to
uυσup to, oθυσθp to

tυσtp vo
tυσtp u 

Τ Ι

Ρ kθn ul≅ t 为独 立 的 广 义 坐 标o υσ � ≈uυσup vo
uυσup uo

, oθυσθp vo
θυσtp u 

Τ Ι Ρ ≈u≅ kθp tl ≅ t为非独立独立的广义

坐标oktul式经整理后o则有

υσ � Ασυβ ktvl

  其中oΑσΙ Ρ ≈ukθp tl ≅ ≈θn u o 为仅与校正输入量及

刚体名义运动有关的系数矩阵qktvl即为柔性机器

人协调操作的运动协调约束条件q

2q3q2 动力协调约束条件

由kuloktsloktvl可知}负载各构件质心的实际

位置kΣφ
ϕξoΣ

φ
ϕψl和实际方位角ϕΩφ 在 2 Β 中为

≈Σφ
ϕξoΣ

φ
ϕψoΩφ Τ � Ασπ υ

β n Βσπ ktwl

其中oϕ� t∗ θoΑσπ Ι Ρ vν≅ kθn uloΒσπ Ι Ρ vν≅ t为与系统名

义刚性位形有关的矩阵q

利用 �¤ªµ¤±ª̈ 方程o并注意到ktwlo可得负载

动力学方程为

≈μ π υββ n ≈χπ υαβ n ≈κπ  υβ

� ¾φ π
ΡÀ n ¾φ π

ωÀ ktxl

式中≈μ π o≈χπ o≈κπ Ι Ρ kθn ul≅ kθn ulo¾φ π
Ρ ÀΙ Ρ kθn ul≅ to

¾φ π
ωÀΙ Ρ kθn ul≅ tq

柔性机器人与负载机构之间相互作用力之间的

关系可由虚位移原理求得

φ π
Ρkϕl �

ϕφ πkσϕ p tlo  ϕ� t ∗ θ

Ε
θ

ι� t

ι
φ πkσι p vlo ϕ� θ n t

Ε
θ

ι� t

ι
φ πkσι p ulo ϕ� θ n u

ktyl

  ktxl!ktyl即为柔性机器人协调操作的动力协

调约束条件q

2q4 系统动力学方程

式kxl与式ktxl共有 Ε
θ

ϕ� t

σϕn kθn tl 个动力学

方程o同时还需满足式ktvl与式ktylq为约去机器人

与负载之间的相互作用力o同时缩减系统广义坐标

的数目o我们选所有柔性机器人共 Ε
θ

ϕ� t

σϕ 个弹性广

义坐标中o除了≈u kθp tl 个属于 υσ 的广义坐标之

外o其它所有的 Κ� Ε
θ

ϕ� t

σϕp ukθp tl 个弹性广义坐

标为整个协调操作系统的独立的广义坐标o重新编

号o并用 Υ Ι Ρ Κ≅ t表示q利用ktvl约去kxl和ktxl中

的 υσo利用ktyl合并kxl与ktxlo并约去¾φ π
ΡÀ与¾ϕφ πÀo

得到整个协调操作系统的动力学方程为

≈Μ ¾ΥβÀ n ≈Χ ¾ΥαÀ n ≈Κ  ¾ΥÀ

� ¾ΦωÀ n ¾ΦγÀ ktzl

ktzl中的≈Μ !≈Χ !≈Κ  Ι Ρ Κ≅ Κo分别为系统的质量!

阻尼!刚度矩阵o且均为非对称矩阵~¾ΦωÀΙ Ρ Κ≅ t为

外力所对应的广义力~¾Φγ ÀΙ Ρ Κ≅ t为名义刚性惯性

力所对应的广义力qktzl即为整个协调操作系统的

动力学方程q

3 数值仿真kΝυμ εριχαλσιμ υλατιονl

本文以两 v� 柔性机器人协调操作刚性四杆机

构完成预定目标任务为例o来说明上述方法的有效

性q如图 v 所示o两台机器人的系统参数均相同o由

机架至抓持端各杆长分别为}tqx° otqx° osqwx° ~

匀质等正方形截面杆边长为}sqst° ~材料为铝oΘ�

uzts®ªÙ° vo ∞� yqzz≅ tsts
�Ù° uo Γ � uqys≅ tsts

�Ù° u~tΟρ
t 坐标ksoslo uΟρ

t 坐标kvoslq 四杆机构为

等截面匀质杆o 各杆长 Λt∗ Λw 分别为} squx° o sq

v° o sqt° o squx° o 质量分别为} sqyux®ªo sqt®ªo

squx®ªo sqs{zx®ª~对质心的转动惯量分别为}sq

yux®ªq°
uo sq t®ªq°

uo sq ux®ªq °
uo sq s{zx®ªq

°
uqtΟρ

w 与
uΟρt

w 分别抓取 Λt!Λu 的中点o且抓持角为

直角o见图 vo � ¤¼¯̈ ¬ª«阻尼系数 Αt� Αu� sqstq

图 v 两 v� 柔性机器人协调操作刚性四杆机构

ƒ¬ªqv × º ² v2� ©̄ ¬̈¬¥̄¨¦²²³̈ µ¤·¬√¨µ²¥²·

°¤±¬³∏̄¤·¬±ª¤µ¬ª¬§©²∏µ2¥¤µ ¬̄±®¤ª̈

  所给定的目标任务为}Βρ 由点ksqwosq|l沿直线

ψ� sqxn ξ 运动到点ktqyouqtloΛtoΛv 的方位角分

别由 |s度和 vs度顺时针转至 vs度和p vs度o启动

和制动耗时均为 sqw¶o 中间匀速移动k或转动l运行

时间 xqu 秒o启动和制动速度k或角速度l规律为余

弦函数形式q

利用� º̈°¤µ®方法对上述系统进行数值仿真o

所得到的 �
µ点的位置误差及 Λt!Λv 方位角误差如图

w!图 x所示q通过本例的分析可知}机械臂柔性对于

操作精度有重要的影响o不能忽略o同时o我们还注
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意到}图 w!x中的误差曲线具有很强的方向性oΒρ 点

ξ 方向的误差要比 ψ方向的小oΛv 方位角误差要比

Λt 的大很多o这是由基解位形的选取和目标任务的

特性所决定的q本例在分析时对于校正输入量k本文

中为零l!uπ 个机器人位形基解!有关被抓持杆件及

抓持位置和抓持角的抓持拓扑构形!启动和制动耗

时及规律等参量均为任意选取o当给定动力学性能

指标或目标函数时o可通过优化得到更好的结果q

图 w Βρ 点的位置误差                    图 x ΛtoΛv 方位角误差

    ƒ¬ªqw °²¶¬·¬²± µ̈µ²µ²©Βρ                ƒ¬ªqx � µ¬̈±·¤·¬²± µ̈µ²µ²©Λt ¤±§Λv  

4 结束语kΧονχλυτιονl

本文利用闭链刚性负载内部运动参数之间的微

分关系o导出了柔性机器人协调操作闭链刚性负载

的运动学和动力学协调约束条件o建立了不显含系

统内力和外部无功约束而仅与目标任务运动参数有

关的系统动力学方程o并为系统性能的优化提出了

方法o指出了方向q
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