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柔性系统的最小时间鲁棒时滞滤波器设计
Ξ
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摘 要} 本文提出了一种最小时间鲁棒时滞滤波器控制o来提高柔性系统的时间最优控制的鲁棒性q这种最小

时间鲁棒时滞滤波器控制方法与其扩展系统传统的时间最优控制是一致的o这种等价性提供了验证最小时间鲁棒

时滞滤波器最优性的理论方法o即所求得的解是否满足 °²±·µ¼¤ª¬± 最小值原理q仿真结果进一步表明了这种最小

时间鲁棒时滞滤波器的优越性q
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1 引言kΙντροδυχτιονl

在许多实际系统中o例如柔性机械手!磁盘读写

头及其它位置系统o经常采用复杂的算法来取得系

统响应的快速性≈to u q随着空间结构和制造行业从速

度!高精度和节约燃油的角度出发o通常在系统的结

构设计中采用比较轻的材料o但这样将导致系统是

一个柔性模态的系统q柔性系统的控制是一个比较

复杂的问题≈v o在目前许多使用开关控制的应用中o

一般采用 �¤±ª2�¤±ª控制来得到最小的操作时间q

时间最优控制虽然能够提高响应的快速性o但

对模型误差和参数的不确定性比较敏感o鲁棒性比

较差q在柔性结构系统中采用时间最优控制o将产生

不期望的残留振荡o操作者不得不等待一段时间o使

振荡消除以后再执行其它任务o这样无形中浪费了

大量的时间q本文在时滞滤波器设计≈w∗ y 的基础上o

探讨了一种最小时间鲁棒时滞滤波器的方法o对模

型误差具有一定的鲁棒性o而且可以证明该方法与

作用在不同系统的传统时间最优控制是一致的o这

种一致性使最小时间时滞滤波器的存在和唯一性得

到了保证o并提供了验证该滤波器最优性的理论方

法q

2  传统的时间最优控制 kΤραδιτιοναλ τιμ ε−

οπτιμ αλχοντρολl

假设一 ≥�≥� 柔性系统的自由运动模型方程为

ξα� Φξ kτl n γ υkτl

ψkτl � ηξ kτl
ktl

其中 Φ 是对角矩阵 Φ� ¥̄²¦®§¬¤ª≈ΦsoΦto, oΦμ  oγ

� ≈γ s s γ t s, s γ μ  
Τoη� ≈ηs ηt s, ημ s q

Φsoγ soηs 是系统的刚性模态}
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Φs �
s t

s s

γ s � ≈s t 

ηs � ≈t s  kul

  Φto, oΦμ 代表系统的 μ 个柔性模态o表示为

Φϕ �
s t

p Ξu
ϕ p uΝϕΞϕ

ϕ� touo, oμ kvl

Ξt� , � Ξμ 分别为系统柔性模态的频率oΝι 是阻尼

系数q系统状态定义为 ξ � ≈ξ toξ uoξ
t
voξ

t
wo, oξ ν

vo

ξ ν
w 

Τo其中 ξ toξ u 是刚性模态的位置和速度状态oξ ϕ
vo

ξ ϕ
w 分别是柔性模态的位置和速度q

自由运动的时间最优控制问题是选择控制函数

υkτlo满足执行器约束条件}

ÞυkτlÞ [ Υ s kwl

使系统能够从初始位置移动到最终位置}

ξ ksl � ≈p Λ s s , s s Τ

ξ kτφl � s kxl

τφ 是期望的最小运动时间q

由于系统是线性!边界稳定和可控的o所以最优

解是存在并且是唯一的q时间最优控制是具有有限

个切换时间的 �¤±ª2�¤±ª控制o°²±·µ¼¤ª¬± 最小值

原理≈z 给出了最优控制的充分和必要条件}

πα3 kτl � p ΦΤπ 3 kτl τ Ι ≈s τ3φ  

υ3 kτl � p Υ s¶ª±kγ
Τπ 3 kτllo τ Ι ≈s τ3φ  

kyl

Η kτ3φ l � s

其中 Η 是哈密顿函数oπ kτl� ≈π t kτl π u kτl ,

π uμ n u 
Τq

在 �¤±ª2�¤±ª控制下o满足边界条件kxl式o当

且仅当下列各约束条件成立}

uΕ
κ

ι� t

kp tlιp tτι n kp tlκτφ � s

k末速度为零l kzl

uΕ
κ

ι� t

kp tlιkτιl
u n kp tlκn tτuφ �

uΛ
ΑΥ s

k期望的位置量l k{l

t n uΕ
κ

ι� t

kp tlιεΝϕΞϕτι¦²¶kΞδϕ
τιl n

  kp tlκn tεΝϕΞϕτφ¦²¶kΞδϕ
τφl � s

uΕ
κ

ι� t

kp tlιεΝϕΞϕτι¶¬±kΞδϕ
τιl n

  kp tlκn tεΝϕΞϕτφ¶¬±kΞδϕ
τφl � s

k|l

ktsl

k柔性模态的振荡为零l

其中 Ξδϕ
� Ξϕ tp Νuϕ ϕ� to, oμ o是阻尼自然频率oκ

是切换次数oτφ 是运行时间oΑ� ¶ª±kΛl是控制量 υ

ksl的初始符号q

约束条件kzl∗ ktsl是系统自由运动中实现

�¤±ª2�¤±ª控制的必要条件q满足上面条件的 κ!τφ

和 τιkι� to, oκl存在若干解o但时间最优的唯一解

必须满足条件kyl式q

3  鲁棒最小时间时滞滤波器 kΡ οβυστ τιμ ε−

μ ινιμ υν τιμ ε δελαψ φιλτερl

3q1 Ζς Δ 型鲁棒最小时间时滞滤波器

传统的时间最优控制的主要缺点是对模型误差

非常敏感o如果柔性系统的频率发生变化o系统响应

就会产生很大的振荡q下面我们介绍一种 �∂ ⁄ 型最

小时间鲁棒时滞滤波器来提高时间最优控制的鲁棒

性q

对于自由运动的系统o假设期望位移为 �o对输

出的位移和速度信号 ¼k·lo¼αk·l的约束分别为

ψkτνl p ψksl � Λ

ψαkτνl p ψαksl � s
kttl

  为了消除系统到达期望位置时所产生的残留振

荡o一般要求残留振荡在运动结束时小于或等于一

个特定值 ∂ εξπo即

ςkΞϕl � εp ΝϕΞτν≈kΕ
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞϕτι¦²¶kΞϕ t p Νuϕτιllu

n kΕ
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞϕτι¶¬±kΞϕ t p Νuϕτιllu tÙu [ ς ¬̈³

ϕ� to, oμ ktul

其中 Αι 和 τι 是脉冲序列的幅值和对应的时滞oν 是

所包含的脉冲个数oτν 是运行时间o时间初值 τt� sq

到达期望位置以后o系统残留振荡ktul式 ς� so

则正弦和余弦之和分别为零o即

Ε
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞϕτι¦²¶kΞϕ t p Νuϕτιl � s

Ε
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞϕτι¶¬±kΞϕ t p Νuϕτιl � s ktvl

同时使系统残留振荡 ς 对频率的微分等于零}

s �
§

§Ξϕ
≈ςkΞϕl 

ϕ� to, oμ ktwl

若保证ktwl式成立o当且仅当下式成立}

Ε
ν

ι� t

Αιτιε
ΝϕΞϕτι¦²¶kΞϕ t p Νuϕτιl � s

ϕ� to, oμ
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Ε
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞϕτι¶¬±kΞϕ t p Νuϕτιl � s

ϕ� to, oμ ktxl

  假设输入为单位阶跃o考虑执行器的幅值约束

条件o则在所有时间片段上的脉冲序列的幅值之和

小于或等于 Υ so即满足}

Ε
π

λ� s

Αλ [ Υ so π � soto, oν ktyl

  这样o根据kttl!ktvl!ktxl和ktyl式o就得到了

最小时间零振荡和零导数k�∂ ⁄l时滞滤波器o简写

为 × � 2�∂ ⁄ 时滞滤波器q求解非线性方程组是比较

复杂的o通常我们可以利用 � ¤·̄¤¥最优化工具箱o

令 τν 最小o即 °¬±kτνlo通过最优化方法来求得时滞

滤波器的脉冲序列q可以证明o得到的原系统kktl!

kul!kvl式所描述的系统l的最小时间鲁棒时滞滤波

器的约束方程kttl!ktvl!ktxl与在原系统的极点位

置含有两个极点所组成的扩展系统的时间最优控制

的必要条件是等价的o即原系统的 × � 2�∂ ⁄ 设计问

题o等价于增加了与原系统相同频率的 μ 个柔性模

态的扩展系统的时间最优控制问题o扩展的系统包

含 uμ 个模态q也可以这样理解o× � 2�∂ ⁄ 时滞滤波

器在系统的极点处配置了两个零点o而传统的时间

最优控制在系统极点处只配置了一个零点o所以o如

果原系统添加一个与 �∂ ⁄ 滤波器附加的零点相同

的极点o则扩展后系统的时间最优控制解与原系统

的 × � 2�∂ ⁄ 时滞滤波器的解是等价的q

建立原系统在柔性极点处包含双重极点的系统

方程 Φ� ¥̄²¦®§¤ª≈ΦsoΦto, oΦμ  oγ � ≈γ s s γ tα s γ tβ

, s γ μ α γ μ β 
Τoη� ≈ηs ηtα s ηtβ, ημ α ημ β s oΦso γ soγ s

仍如前面kul式所示o矩阵 Φ 中包含了 uμ 个柔性模

态oΦϕ的表达式为

Φϕ �

s t s s

p Ξu
ϕ p uΝϕΞϕ s

s s s t

s s p Ξu
ϕ p uΝϕΞϕ

ϕ� touo, oμ ktzl

对于非零值 γ ϕαoγ ϕβo扩展系统是可控的o因而时间最

优控制是存在的!唯一的!具有有限个切换次数的

�¤±ª2�¤±ª控制q扩展系统的状态o仍然是刚性模态

的位置和速度状态oξ ϕ
vαoξ

ϕ
wαoξ

ϕ
vβoξ

ϕ
wβ分别是每一对相

同柔性模态的位置和速度状态q

在 �¤±ª2�¤±ª控制下o扩展系统kktl!kul和ktz

式l所描述的系统l满足边界条件kxl式o则式kz∗

tsl和下式成立}

uΕ
κ

ι� t

kp tlιτιε
ΝϕΞϕτι¦²¶kΞδϕ

τιl

n kp tlκn tτφε
ΝϕΞϕτφ¦²¶kΞδϕ

τφl � s kt{l

uΕ
κ

ι� t

kp tlιτιε
ΝϕΞϕτι¶¬±kΞδϕ

τιl n

kp tlκn tτφε
ΝϕΞϕτφ¶¬±kΞδϕ

τφl � s kt|l

  可以看出o对含有两重柔性极点的扩展系统o其

传统的时间最优控制的边界条件kz∗ tsl式及kt{l!

kt|l式o与原系统的 × � 2�∂ ⁄ 时滞滤波器的约束方

程是等价的q这样求得的解有很多o但只有满足充分

条件kxl式k与扩展系统相对应l的解才是唯一的最

优解q

× � 2�∂ ⁄ 时滞滤波器设计与扩展系统的传统时

间最优控制问题的一致性o使我们可以利用 °²±2

·µ¼¤ª¬± 最小值原理来验证 × � 2�∂ ⁄ 时滞滤波器的

解是否是时间最优的o而且可以利用求解传统的时

间最优控制的方法来求解 × � 2�∂ ⁄ 问题q

如果令系统残留振荡 ∂ 对频率的多次微分等于

零o我们还可以得到 × � 2�∂ ⁄⁄!× � 2�∂ ⁄⁄⁄ 等一系

列的时滞滤波器o它们分别与在原系统极点位置含

有三重极点!四重极点的扩展系统的传统的时间最

优控制是一致的q

3q2 ∞�型鲁棒最小时间时滞滤波器

另外一种提高系统鲁棒性的方法是最小时间极

不灵敏时滞滤波器k× � 2∞�lq残留振荡 ς 在模型频

率 Ξϕ 处等于一个比较小的非零值 ς ¬̈³o在比模型频

率稍微高的频率 Ξηιϕ和较低频率 Ξλοϕ处o残留振荡等

于零o残留振荡对模型频率 Ξϕ的微分等于零q即

ς ¬̈³ � ςkΞϕlo ϕ� touo, oμ kusl

s � ςkΞλοϕlo ϕ� touo, oμ kutl

s � ςkΞηιϕlo ϕ� touo, oμ kuul

s �
§

§Ξϕ
≈ςkΞϕl  ϕ� to, oμ kuvl

其中 Ξλοϕ� Ξϕ� Ξηιϕq

kutl!kuul式为零o则所有的正弦之和与所有的

余弦之和也必须分别为 so即

Ε
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞλοϕτι¦²¶kΞλοϕ t p Νuϕτιl � s

ϕ� touo, oμ kuwl

Ε
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞλοϕτι¶¬±kΞλοϕ t p Νuϕτιl � s

ϕ� touo, oμ kuxl

Ε
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞηιϕτι¦²¶kΞηοϕ t p Νuϕτιl � s
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ϕ� touo, oμ kuyl

Ε
ν

ι� t

Αιε
ΝϕΞηιϕτι¶¬±kΞηοϕ t p Νuϕτιl � s

ϕ� touo, oμ kuzl

  求解约束条件kttl!ktxl!ktyl!kusl式和kuwl

∗ kuzlo就可以得到 × � 2∞�时滞滤波器q× � 2∞�滤波

器相当于在系统模型频率附近的两个位置 Ξηιϕ和 Ξλοϕ

处分别配置时滞滤波器的零点o通过在每个零点的

位置分别扩大其鲁棒性o来提高整个时滞滤波器的

鲁棒性q× � 2∞�与 × � 2�∂ ⁄ 相比o时间长度基本相

同o但鲁棒性却增加了很多q仍然可以证明o原系统

的 × � 2∞�时滞滤波器与在系统极点附近 ΞλοϕoΞηιϕ处

含有极点的扩展系统的传统的时间最优控制是一致

的q扩展系统中含有 uμ 个柔性模态的对角阵 Φϕ为

Φϕ �

s t s s

p Ξu
λοϕ p uΝϕΞλοϕ s s

s s s t

s s p Ξu
ηιϕ p uΝϕΞηιϕ

  具体过程同前o在此不再赘述q

最小时间时滞滤波器的灵敏度曲线如图 t 所

示o× � 2�∂ ⁄ 和 × � 2∞�滤波器的鲁棒性比传统的时

间最优控制提高了很多q当然o鲁棒性的提高是付出

一定的代价的o鲁棒最小时间时滞滤波器的控制命

令比传统的时间最优控制命令要长q

4 仿真实例 kΣιμ υλατιον ρεσυλτσl

如图 u所示的弹簧2质量系统o含有一个柔性模

态和一个刚性模态q控制信号作用在 μ t 上o并限制

在p t[ υkτl[ tq假设该模型的参数为 μ t� μ u� κ�

to质量处于自由运动状态o最终的期望位置是 tq这

是一个无阻尼系统o频率为 Ξ� κkμ tn μ ulÙμ tμ u

� u q利用 � ¤·̄¤¥最优化工具箱o得到满足约束

条件的 × � 2�∂ ⁄ 时滞滤波器的结构为

Αι

τι
�

t p u u p u u p u t

s sqztuw tqyxyv uq|vv wqus|z xqtxvy xq{yyy

图 t 灵敏度曲线                     图 u 弹簧2质量系统

ƒ¬ªqt ≥ ±̈¶¬·¬√¬·¼ ¦∏µ√  ̈                   ƒ¬ªqu ≥³µ¬±ª2°¤¶¶¶¼¶·̈°

  对系统考虑下面几种情况}

tl 单柔性模态 Ξ� u o阻尼 Ν� sq

ul 单柔性模态 Ξ� tqt u o阻尼 Ν� so系统存

在 ts◊ 的模型误差q

vl 两重柔性模态 Ξ� u o阻尼 Ν� sq

wl 两重柔性模态 Ξ� tqt u o阻尼 Ν� so系统

存在 ts◊ 的模型误差q

情况 t和 u的仿真结果如图 v所示q可以看出o

在单柔性模态o× � 2�∂ ⁄ 对参数的变化具有一定的

鲁棒性q

对情况kvl!kwl的仿真结果见图 wq当系统具有

两重柔性极点时o× � 2�∂ ⁄ 时滞滤波器表现出来的

是传统时间最优控制的特性o对模型误差的鲁棒性

比较差q这进一步说明了原系统的最小时间 × � 2

�∂ ⁄ 滤波器的解与扩展后系统的时间最优控制的

解是相同的q
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图 v 系统响应                     图 w 系统响应

ƒ¬ªqv ≥¼¶·̈° µ̈¶³²±¶̈                   ƒ¬ªqw ≥¼¶·̈° µ̈¶³²±¶̈

5 结论kΧονχλυσιονl

本文对柔性系统自由运动的时间最优控制进行

了探讨o提出了一种最小时间鲁棒时滞滤波器的方

法o以改善传统的时间最优控制对模型误差的鲁棒

性q最小时间鲁棒时滞滤波器控制方法与扩展系统

的传统时间控制是一致的o所求得的解必须满足

°²±·µ¼¤ª¬± 最小值原理q这种等价性给我们提供了

验证最小时间鲁棒时滞滤波器最优性的理论方法o

并且可以利用设计传统的时间最优控制的方法来求

解最小时间鲁棒时滞滤波器q最后的仿真结果验证

了本文的主要结论q
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