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摘 要} 本文采用集中预规划方法o通过调整机器人的运动速度实现多机器人避碰o所提算法的

基本思想为}将机器人的运动路径分段o然后按避碰要求对机器人通过各段的时间进行约束o从而将

避碰问题转化为高维线性空间的优化问题o并进一步将其转化为线性方程的求解o使问题具有明确的

解析解q由于该方法的复杂度较高o在实现过程中采用了多种方法降低复杂度o简化计算q本文给出了

该算法的基本思路o有关定理及证明o算法的化简方法o最后给出了实验结果及分析q
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1 引言

对多移动机器人避碰问题的研究已经进行了 ts多年o基本思路是通过路径规划和运动规

划来避免碰撞q规划的方法有很多种o从规划者和规划时间的角度考虑o可以分为集中式规划

与分布式规划~离线规划与在线规划q具体的方法有}≤ 空间法!单元分解法!人工势场法!特权

级法!交通规则法等≈t q早期的研究工作主要采用集中式规划方法o随着计算机性能的提高和

网络技术的发展o对分布式规划方法的研究逐渐深入q由于这两种规划方法各有所长o许多研

究工作采用了两种规划方式相结合的方法q文献≈u 研究了多机器人协作推物体的问题o提出

了 � ≤ × � ∞≥≥ 的观点o讨论了机器人之间的通讯方法和基于此方法的功能分配问题q文献≈v 

采用动Ù静转换的方法进行多机器人路径规划q文献≈w 提出速度障碍的观点o根据机器人之间

的相对速度进行在线运动规划o实现避碰q文献≈x 采用离线和在线规划结合的方法o通过调整

速度避免碰撞q

图 t 全方位移动机器人

图 t为我所自行研制的全方位移动机器人o共有 w台

移动机器人o它们由一个监控系统通过无线局域网统一指

挥q机器人装有全局定位传感器和障碍检测传感器o具有一

定的自主避碰能力q监控系统向机器人下达任务o规划机器

人的运动q该系统采用两层控制策略o监控系统进行集中离

线的路径规划和运动规划q机器人按照规划的路径和速度

运动o当遇到障碍时o进行自主避碰q

由于机器人本身的传感器及智能能力有限o因此o监控

系统在进行规划时o应进行无碰规划o尽量减轻机器人的负

担q对于运行中偶然出现的冲突o则由机器人自己解决q也就是说o通过上下层智能的融合o提

高了整个系统的智能q本文的研究以该系统为背景o提出了一种无碰的集中预规划方法q
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2 避碰规划算法

首先o为各机器人在不考虑其它机器人的情况下独立进行路径规划o如果某两个机器人的

运动路径有交叉o且运动速度满足一定关系o它们就会碰撞q本算法的基本思路为}将各机器人

的运动路径按一定规律分段o然后通过调整机器人通过各段的时间来避免碰撞q以下介绍的算

法以下列三个条件为前提}ktl任何机器人在起点时不妨碍其它机器人的运动qkul任何机器人

在终点时不妨碍其它机器人的运动qkvl机器人间的碰撞是由路径交叉引起的o暂不考虑路径

平行且相距足够近引起的碰撞q

2q1 分段

图 u 两机器人路径交叉

两个机器人的运动路径有冲突o是发生碰

撞的必要条件q图 u为两个机器人 Α 和 Β 的运

动路径交叉的情况o子路径 Α tΑ u 和 Β tΒ u 有冲

突o也就是说任一时刻o在这两段子路径上只能

有一个机器人q图 u中的 w条虚线说明了分段

点 Α t!Α u!Β t 和 Β u 的确定方法q这 w条虚线与

运动路径的理论距离是机器人半径的 u倍o在

实际应用时o为保证安全o应略大于理论距离q

用如图 u所示的方法对所有机器人的运动

路径进行分段q设有 λ个机器人oΡ ι 表示第 ι个

机器人oΛι� ¾ΛιϕÀ ϕ� t, Δ ι 表示 Ρ ι 的运动路

径o其中 Λιϕ为 Ρ ι 的一个子路径o并用 τιϕ表示 Ρ ι 通过子路径 Λιϕ所需的时间o因此 Ρ ι 到达子路

径 Λιϕ的起点所用的时间可以表示为

τιt n τιu n , n τιϕp t � Ε
ϕp t

κ� t

τικ ktl

Ρ ι 到达子路径 Λιϕ的终点所用的时间可以表示为

τιt n τιu n , n τιϕ � Ε
ϕ

κ� t

τικ kul

2q2 运动约束

对任一子路径 Λιϕo根据其长度o机器人的最大运动速度等参数o可计算出机器人通过该段

所需的最短时间 βιϕo即在规划时o必须满足

τιϕ ∴ βιϕ kι � touo, oλo ϕ� touo, oΔ ιl kvl

该规划才是可实现的o上式称为运动约束q

2q3 避碰约束

从图 u可以看出o为了避免碰撞o可以有两种选择}ktl机器人 Α 到达 Α t 点时o机器人 Β

已经到达 Β u 点~kul 机器人 Α 到达点 Α u 时o机器人 Β 才到达 Β t 点q如果用 ΛΑι和 ΛΒϕ表示这

两个冲突段o则上述两种避碰选择可表示为

Ε
ιp t

κ� t

τΑκ p Ε
ϕ

κ� t

τΒκ ∴ s kwl

和

Ε
ϕp t

κ� t

τΒκ p Ε
ι

κ� t

τΑκ ∴ s kxl

xzw第 uu卷第 y期 欧锦军等} 一种多移动机器人避碰规划方法



式kwl和kxl称为避碰约束q有一个路径冲突就有一个避碰关系o满足避碰关系是在冲突路段无

碰撞的充分必要条件q满足避碰关系是指}满足式kwl或kxlq不难看出o式kwl和kxl是不可能同

时满足的o满足了一个o则另一个一定不满足q

2q4 目标函数

任何一组满足运动约束和避碰约束的规划都是可实现的无碰规划o必须有一个评价标准o

在一定意义上找出其中的最优值q本文用如下目标函数

Ε � Ε
λ

ι� t
Ε
Δ ι

ϕ� t

kτγιϕ p τιϕl
u kyl

  式中 τγιϕ为预规划时机器人通过 Λιϕ所用的时间q使上式最小的物理意义为}新的无碰规划

在通过各段所用的时间意义上与预规划差别最小q

2q5 数学模型

假设系统中共有 μ 个子路径oν 个路径冲突q我们要求出 μ 个 τιϕo要求它们满足所有运动

约束和避碰约束o并使目标函数取得最小值q如果将此问题映射到 μ 维线性空间中o每个 τιϕ代

表线性空间中的一维o就得到如下数学模型}

ktl 在 μ 维线性空间中o空间中的点用矢量 Τ� kτto, oτιo, oτμ l表示q

kul 已知一点 Τ
θ� kτγto, oτγιo, oτγμ lq

kvl ƒ� � 表示系统的运动约束o它是由 μ 个不等式方程构成的不等式方程组o其形式如

下

( t ØΤ p βt ∴ s

( u ØΤ p βu ∴ s

r

( μ ØΤ p βμ ∴ s

kzl

其中

( ι � kΥιto, oΥιϕo, oΥιμ l 
Υιϕ � s ι Ξ ϕ

Υιϕ � t ι � ϕ
k{l

/ # 0表示矢量的点乘运算oβι� s ι� touo, oμ

kwl 系统包含 ν 个避碰关系o若用 Αιt# Τ ∴ s和 Αιu# Τ ∴ s表示如式kwl和kxl给出的避

碰关系o则系统的避碰约束 ΦΟΣ 为如下形式

Α tϕ
t
ØΤ ∴ s

Α uϕ
u
ØΤ ∴ s

r

Ανϕν
ØΤ ∴ s

k|l

其中

ϕκ Ι ¾touÀ κ � touo, oν ktsl

  要满足某一个避碰关系o有两种选择o因此要同时满足 ν 个避碰关系o就有 uν 种不同的选

择q每种选择包含 ν 个不等式方程o分别来自于 ν 个避碰关系o以下本文用 ΦΣιkι� touo, ouνl

表示一种特定的选择o不同的选择代表不同的通过冲突路径的先后次序q

kxl 目标函数
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Ε kΤl � Ε
μ

ι� t

kτγι p τιl
u kttl

  本文以下所提最优解均为在 Ε kΤl最小意义下的解q

2q6 求解

若预规划 Τ
θ 满足某个 ΦΣιo即 Τ

θ 本身就是无碰规划o这时 Ε kΤθl� so所以 Τ
θ 就是最优解q在

以下的讨论中o假设 Τ
θ 不满足任何一个 ΦΣιo系统按预规划运动o会发生碰撞q

经过上节的讨论o已将规划问题转化为求满足 ΦΟΜ 和 ΦΟΣo并使 Ε kΤl最小的 Τ 这样一

个数学问题q

用 ΦΜΣι 表示 ΦΟΜ 和 ΦΣι 联立的不等式方程组o它包含 νn μ 个不等式方程q用 Φιϕ表示

ΦΜΣι 中的不等式方程o当 Φιϕ取等号时o它是 μ 维空间中的一个超平面o在以下的论述中o若

提到超平面 Φιϕo就是指 Φιϕ取等号q当 Τ 使 Φιϕ的等号成立时o称 Τ 落在超平面 Φιϕ上o该超平面

μ 将维空间/ 切0为满足和不满足 Φιϕ的两部分q经过 ΦΜΣι 中所有超平面 Φιϕ/ 切割0后o抛弃不

满足的部分o/ 剩余0的部分为 ΦΜΣι 的解集o它是 μ 维空间中的一个超多面体o找最优解的物

理意义为在这个超多面体中找到与 Τ
θ 最近的点q

引理 1 某个ΦιϕoΤχ满足ΦιϕoΤχ到超平面Φιϕ的距离为 δ� sq若 Τδ到 Τχ的距离小于 δo则 Τδ

满足 Φιϕq

证明 用反证法o假设 Τδ不满足 Φιϕo即 ΦιϕkΤδl� so构造函数 Τkκl� Τχn κkΤδp Τχlo设

Αιϕ是超平面 Φιϕ的法向量oΦιϕkΤkκll� Αιϕ# Τkκl� ktp κlΑιϕ Τχn κΑιϕΤδoΦιϕkΤksll� ΦιϕkΤχl�

ΑιϕΤχ� soΦιϕkΤktll� ΦιϕkΤδl� ΑιϕΤδ� so不难证明 ΦιϕkΤkκll关于 κ 连续o因此o根据中值定

理o一定存在 s� κχ� to使 ΦιϕkΤkκχll� so即 Τkκχl在超平面 Φιϕ上o由已知条件oΔ ΙΣkΤkκχlo

Τχl∴ δo其中 Δ ΙΣkΑoΒl表示 Α 与 Β 的距离q又由 Τkκl的定义可知 Δ ΙΣkΤkκχloΤχl� Δ ΙΣkΤδo

Τχl� δo矛盾q定理得证q

定理 1 对 ΦΜΣιo其最优解一定落在 ΦΜΣι 中某个或某几个超平面上q

证明 用反证法o假设 Τχ是 ΦΜΣι 的最优解o且 Τχ不在任何超平面上o设 δ � s为 Τχ到这

些超平面距离的最小值o令 Τδ� Τχn
δÙu

Δ ΙΣkΤθoΤχl
kΤ
θp Τχlo这时 Δ ΙΣkΤθδoΤχl

δ
u
� δo由引理 to

Τδ满足 ΦΜΣιo且 Δ ΙΣkΤθoΤδl� Δ ΙΣkΤθoΤχlp δÙu� Δ ΙΣkΤθoΤχlo与假设矛盾q所以最优解一定

落在某个或某几个超平面上q

由定理 to求 ΦΜΣι 的最优解的问题就变成了求它的每一个超平面组合的最优解的问题q

设 ΦΜΣι 的某一超平面组合如下所示}

βttτt n βtuτu n , n βtμ τμ � δ t

βutτt n βuuτu n , n βuμ τμ � δ u

r

βλtτt n βλuτu n , n βλμ τμ � δ λ

ktul

  现要求满足式ktul且与 Τ
θ 最近的点q这是典型的约束极值问题o可用�¤ªµ¤±ª̈ 法求解q令

ϑ � Ε
μ

κ� t

kτκ p τγκlu n Κtkβttτt n βtuτu n , n βtμ τμ p δ tl n ,

n Κλkβλtτt n βλuτu n , n βλμ τμ p δ λl ktvl

对每个 τκ 求偏导数得
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5ϑ
5τt

� ukτt p τγtl n Ε
λ

κ� t

Κκβκt � s

5ϑ
5τu

� ukτu p τγul n Ε
λ

κ� t

Κκβκu � s

,

5ϑ
5τμ

� ukτμ p τγμ l n Ε
λ

κ� t

Κκβκμ � s

  式ktul和ktwl一共是 λn μ 个线性方程oλn μ 个变量o可解q

由上一方法求得的是落在 ΦΜΣι 的某一个超平面组合上并与 Τ
θ 最近的点o若该点同时满

足 ΦΜΣι 中的其它不等式方程o则该点为候选最优解o所有候选最优解中使 Ε kΤl最小的解为

ΦΜΣι 的最优解q若用 Χ表示系统的解集o用 Χι 表示 ΦΜΣι 的解集o有 Χ� Γ
u
ν

ι� t
Χιq因此系统的最

优解一定是某个 ΦΜΣι 的最优解o这样用上述方法求出每一个 ΦΜΣι 的最优解后o进行比较即

得出系统的最优解q

3 简化计算的方法

3q1 避免对不可能组合的计算

根据 Τ
θ 可以将某个 ΦΜΣι 包含的所有不等式方程分成两类}

ktl Τ
θ 满足的不等式方程属于 Σ 类~

kul Τ
θ 不满足的不等式方程属于 Ν Σq

引理 2 某个 Φιϕo它的解集是凸的q

证明 设 Αιϕ是超平面 Φιϕ的法向量oΑιϕ# Τχ∴ soΑιϕ# Τδ∴ so令 α� soβ� soαn β� toΑιϕq

kαΤχn βΤδl� αΑιϕ# Τχn βΑιϕ# Τδ∴ so定理得证q

定理 2 对 ΦΜΣιo其最优解所在的超平面组合中o至少有一个超平面方程属于 Ν Σ 类q

证明 用反证法o假设 Τχ是 ΦΜΣι 的最优解o它落在超平面组合 Π 上o且这些超平面都是

Σ 类的超平面q令 Π
b
� ΦΜΣιp Πo设 δ � s 为 Τχ到 Π

b 中超平面距离的最小值o令 Τδ� Τχn

δÙu
Δ ΙΣkΤθoΤχl

kΤ
θp Τχlo由于 Τ

θ 满足 Πo由引理 u可知 Τδ也满足 Πo同时类似于定理 t的证明oΤδ

也满足Π
b
o所以 Τδ满足ΦΜΣιo且 Δ ΙΣkΤθoΤδl� Δ ΙΣkΤθoΤχlp δÙu� Δ ΙΣkΤθoΤχlo与假设矛盾q定

理得证q

由定理 u可知o对于 ΦΜΣι 的某个超平面组合o如果它不包含 Ν Σ 类的超平面o那么这个

组合的最优解不可能是 ΦΜΣι 的最优解o因此不用计算q

3q2 避免对不必要组合的计算

用 ΦΧιϕ表示 ΦΜΣι 的某个超平面组合qΦΧιϕ的最优解的情况有三种}ktl无最优解~kul有

最优解o但这个最优解不满足 ΦΜΣι~kvl有最优解o且这个最优解满足 ΦΜΣιq

假设 ΦΧιϕt< ΦΧιϕuo那么 ΦΧιϕu的解集包含于 ΦΧιϕt的解集q

# 当 ΦΧιϕt的最优解属于第ktl种情况时o可知 ΦΧιϕu的最优解一定属于第ktl种情况

# 当 ΦΧιϕt的最优解属于第kvl种情况时oΦΧιϕu的最优解不可能优于 ΦΧιϕt的最优解q

因此o如果按照由少到多的次序计算 ΦΜΣι 的超平面组合o就可以省略对许多超平面组合

情况的计算q
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3q3 字典序算法

因为 ΦΜΣιtΗ ΦΜΣιuΞ 5 o所以它们可能有相同的组合q如果分别求每个 ΦΜΣι 的最优解o

为避免相同组合被多次计算o需要记住已经计算过的组合o编程时需要相当大的存储空间q

如果将 ΦΜΣι 包含的不等式方程顺序编号为 touo, oνn μ q它的所有超平面组合可以表

示为树的形式o如图 v 所示}

图 v ΦΜΣι 的组合树

除了根节点之外o每一个节点代表一种超平面组合q采用这种树的形式o非常有利于

ΦΜΣι 的求解q当计算到某一个节点o根据这个节点的最优解的情况o就可以知道下一个应计

算的节点q如果最优解的情况是第ktl或第kvl类o那么下一个节点就是当前节点的兄弟节点~

如果是第kul类o那么下一个节点就是当前节点的子节点q这种遍历方法是深度优先的o很自然

地跳过了不需要计算的节点q从编程的角度考虑o不用记已经计算过的节点o不用判断当前节

点是否包含已经计算过的节点o节省了时间和空间q根据定理 uo编号时应将 Ν Σ 类不等式方

程放在前面o这样包含 Ν Σ 类不等式方程的超平面组合总是先被计算o当遇到第一个不包含

Ν Σ 类不等式方程的节点时o遍历也就结束了q

结合上述组合树o设计了一个字典序算法qΦΟΜ 包含 μ 个不等式方程oΦΟΣ 包含 ν 个避

碰关系o每个避碰 ν 关系包含 u个不等式方程o因此系统中共有 μ n uν 个不等式方程q将 Ν Σ

类不等式方程放在前面o所有不等式方程顺序编号为 touo, oμ n uνq每种超平面组合都可以

用不等式方程的编号组合表示o编号是由小到大顺序排列的o因此可以将每一个超平面组合看

作是英文词典中的一个单词o按照英文词典中单词的排序方法o所有超平面组合间存在前后关

系o这就是字典序的由来q用深度优先法遍历组合树时o恰好是按照由前到后的顺序进行的q字

典序算法如下}

ktl 建立一个长度为 uν 的数组 × µ̈ ö× µ̈ ≈̈ι 存储 ΦΜΣι 包含的不等式方程的编号q

kul 建立一个长度为 uν 的数组 °²¶o°²¶≈ι o存储 ΦΜΣι 的当前超平面组合o初始值为

× µ̈ ≈̈ι 中的最小编号q

kvl 在 °²¶中找第一个最小的超平面组合o如果 °²¶为空o转k{lq

kwl 计算 °²¶k� ¬±l的最优解q
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kxl 如果无解o遍历 °²¶o找到每一个与 °²¶k� ¬±l相等的 °²¶kιlo用它的兄弟节点代替

它q

kyl 如果有解o遍历 Ποσo找到每一个与 °²¶k� ¬±l相等的 °²¶kιlo如果解满足 °²¶kιlo用

它的兄弟节点代替它~如果解不满足 °²¶kιlo用它的子节点代替它q

kzl 转ktlq

k{l 结束q

× µ̈ ≈̈ι 就是 ΦΜΣι 的组合树o°²¶kιl就是 × µ̈ ≈̈ι 的当前节点q当 °²¶kιl满足遍历结束的

条件时o就将 °²¶kιl置为����q当每一个 °²¶kιl都为����时o称 °²¶为空q在 °²¶中找最

小的超平面组合也就是在 °²¶中找排在最前的超平面组合q

4 仿真实例

仿真实例如图 wox所示q图 w是按照预规划运动的情况o图 x是规划后运动的情况q在此

例中o有 u个路径冲突o分段之后有 {个时间变量q如果不进行简化计算o就要求 ws|y次超平

面组合的最优解o采用字典序算法仅计算了 wvs次超平面组合的最优解o即得到了系统的最优

解q

图 w 预规划运动              图 x 规划后运动

从图中可以看出o如果按预规划运动o在 Οt 和 Οu 处都有碰撞q规划之后o仅机器人在第一

段路径上的速度变小o其它机器人的运动情况都无变化o并且系统无碰撞q

5 结束语

本文讨论了一种多移动机器人集中规划的方法q它将规划问题转化为高维线性空间的优

化问题o并可采用线性方程求解q该方法具有完整严格的凝学形式o最优意义明确o但计算量较

大q通过对系统的分析o得到了一些效果明显简化计算的方法o但系统的复杂度仍然较高o实际

上o本方法还有极大的进一步化简的潜力与可能o目前正进行这方面的工作o有关结果将另文

发表q
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·¬²±¶¬± ¦̄²¶̈§©²µ° q � ¦̈¤∏¶̈ ·«¬¶° ·̈«²§«¤¶¤«¬ª«¦²° ³̄ ¬̈¬·¼o ¶̈ √ µ̈¤̄ º ¤¼¶«¤√¨¥̈ ±̈ §̈ √¨̄²³̈ §·² µ̈§∏¦̈

·«̈ ¥∏µ§̈ ± ²©¦¤̄¦∏̄¤·¬²±q × «̈ ¥¤¶¬¦¬§̈ ¤²©·«¬¶° ·̈«²§o ¶²°¨µ̈ ¤̄·̈§·«̈ ²µ̈° ¤±§·«̈ ¬µ³µ²√¬±ªo ·«̈ ° ·̈«²§

²©³µ̈§¬ª̈ ¶·¬²± ¤µ̈ ³µ̈¶̈ ±·̈§¬± ·«¬¶³¤³̈ µo ·«̈ ¶¬° ∏̄¤·¬²± µ̈¶∏̄·¶¤±§¤¶«²µ·§¬¶¦∏¶¶¬²± ¤µ̈ ¤̄¶² ª¬√ ±̈ ¬± ·«̈

¤̄¶·¶̈¶¶¬²± ²©·«¬¶³¤³̈ µq

 Κεψωορδσ} °²¥¬̄̈ µ²¥²·o °²·¬²± ³̄¤±±¬±ªo ¦²̄ ¬̄¶¬²± ¤√²¬§¤±¦̈ ²©° ∏̄·¬2µ²¥²·

作者简介}

 欧锦军 kt|zx2lo男o硕士研究生q研究领域}多机器人系统q

 朱 枫 kt|yu2lo男o副研究员q研究领域}机器人视觉o机器人o传感器及信息处理o虚拟现实等q

t{w第 uu卷第 y期 欧锦军等} 一种多移动机器人避碰规划方法


