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摘  要 }旋量理论在机器人运动学逆解过程中将运动方程分解为若干子问题 o目前常见的子问题组合并不能

完成所有机器人的逆解问题 q本文提出了在机器人逆解过程中会遇到的另一种子问题的解法 o并给出构造该子问题

的限定条件 q运用该解法 o给出具有 � ×≥运动链并联机器人的运动学逆解方法 o并归纳出利用未知量组中对参考点

起相同作用的旋量组合来简化计算的方法 q该子问题的解决扩充 !便利了旋量理论在机器人运动学逆解中的应用 q
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1  引言 (Ιντροδυχτιον)

近年来 o在机器人的运动学分析中 o出现一种将

旋量与指数积相结合的方法 o该方法在机器人运动

学 !动力学和控制等领域得到广泛的应用 o取得较好

的效果 ≈t 
q这种方法将平动和转动统一考虑 o可以在

绝对坐标系下描述系统的运动 o从而使机构分析更

加直观 o而指数积方法的应用使得运动旋量的计算

更加方便 q

旋量方法在机器人的逆运动学求解过程中 o设

法将整个运动学逆问题分解成若干个已知的子问

题 o这些子问题具有明确的几何意义和数值稳定性 q

不同结构形式的机器人对应不同形式的运动方程 o

因而可能需要利用各种各样的子问题 q我们经常用

到的子问题包括 }

ktl一点绕某轴旋转至给定点 ~

kul一点绕两个相交的转动轴旋转两次至给定

点 ~

kvl绕一轴线旋转至给定距离等 q

以上子问题在运动学逆解中应用的频率比较

高 o但仅利用这些子问题并不能完成所有机器人的

逆解问题 q在大多数情况下 o还必须利用其它类型的

子问题完成逆解问题 q本文求解的子问题为 }绕两个

相交但不重合轴线旋转至给定距离 q给出这种子问

题解法的推导过程 o推导结果可以直接用到包含该

类子问题的机器人逆解当中 q最后利用该问题的解

法 o求出一种具有 � ×≥运动支链的并联机器人的运

动学逆解 o并通过分析 o归纳出利用旋量理论解决逆

运动学问题时的一种简化算法 q该方法的特点是 }具

有明确的几何意义 o为运动旋量逆解子问题的选择

提供一种新的方法 q文中的计算实例为运动旋量求
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解逆解提供一种一般的模式 q

2  子问题的描述 (Δεσχριπτιον οφ συβ2προβ2
λεμ )

在旋量逆运动学子问题中 o有几类问题已经得

到解决 o图 t给出了这 v类问题的结构形式 q图中

k¤l!k¥l!k¦l分别对应于前面提到的 ktl!kul!kvl

类子问题 q

  

k¤l

  

k¥l

  

k¦l

图 t 常见的 v类子问题
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  本文中要解决的子问题是 :绕两个相交但不重

合轴线旋转至给定距离 ,如图 u所示 ,设 Νt , Νu 是两

个相交的零节距单位运动螺旋 ; π!θt 和 θu 为 �
v 中

的点 ,求同时满足 :

+ ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu π − θt + = Δt

+ ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu π − θu + = Δu

的 Ηt 和 Ηu ,即点 π绕 Νt !Νu 两个转动轴分别旋转 Ηt

和 Ηu 后 ,与 θt 和 θu 的距离分别为 Δt和 Δu .

由图 u可知 ,如存在一点 θ满足以上条件 ,则点

θ实际上是球心分别位于 θt !θu !ρ,半径分别为 Δt !Δu !

+ π p ρ+的 v个球面的交点 , θ点绕 Νt !Νu 两个转动

轴分别旋转 p Ηt和 p Ηu 后到达点 π.由此 ,可以先求

解 v个相交球面交点 ,求得 v个球面的交点 θ后 ,问

题转变为一点绕两个相交的转动轴旋转两次至给定

点子问题 ,该问题是前面所提到的子问题 (u) ,这个

子问题在参考文献 [ t]中已经给出处理方法 .

  

图 u 子问题描述
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3  子问题的求解与分析 (Σολυτιον ανδ αναλψ2
σισ οφ συβ2προβλεμ )

3. 1子问题的求解

首先考虑一般情况 ,即 v个球面两两相交 ,如图

v所示 .在 v个球心构成的三角形平面中 ,构造两个

单位向量 :

Ξt =
θt − ρ

+ θt − ρ+

Ξu =
θu − ρ

+ θu − ρ+

令 ζ� π p ρ,因 Ξt !Ξu !Ξt ≅ Ξu 这 v个向量线性无关 ,

故 ζ可以表示以上 v个向量的线性组合 :

ζ = π − ρ = ΑΞt + ΒΞu + Χ(Ξt ≅ Ξu ) (t)

其中 Α!Β!Χ为未知量 .

对向量 ζ两边取范数 :

+ ζ+ u
� + π p ρ+ u

� Αu n Βu n uΑΒΞ×

t Ξu n Χu + Ξt ≅ Ξu + u

(u)

由图 v可知 ,利用相交球面的几何关系可以求

得 τt 及 τu ,向量 ζ在 Ξt !Ξu 上的投影满足以下关系 :

Ξ×

t ζ = τt  Ξ×

u ζ = τu (v)

将 (t)式代入 (v)可得 :

τt = Α + Β Ξ×

t Ξu

τu = Β + Α Ξ×

u Ξt (w)

由 (w)式可以解得 :
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Α =
τt − Ξ×

t Ξu τu

t − (Ξ×

t Ξu )
u

Β =
τu − Ξ×

u Ξt τt

t − (Ξ×

t Ξu )
u

将 Α!Β代入式 (u) ,整理解得 :

Χu =
+ ζ+ u

− Αu − Βu − uΑΒΞ×

t Ξu

+ Ξt ≅ Ξu + u

其中以 ρ为球心的球面半径为 :

Δuv = + θ − ρ+ u
= + ζ+ u

根据实际情况的不同 , Χ可能有 u组 !t组或者没有

解 .至此 , Α!Β!Χ全部解得 ,将其代入 (t)式 ,可求得

向量 ζ及点 π.得到点 θ后 ,可利用文献 [ t]中的绕两

个相交的转动轴旋转两次至给定点的子问题 u,来求

解相应的转角 Ηt 和 Ηu .在子问题 u中 ,欲求解方程可

表示为 :

ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu π = θ

在此方程中最多可能存在两组解 (Ηtt , Ηut )和 (Ηtu ,

Ηuu )同时满足 :

ε
Ν¡tΗtt ε

Ν¡uΗut π = θ

ε
Ν¡tΗtu ε

Ν¡uΗuu π = θ

若 v个球面其中两个相切 ,而第 v个与前两个球面相

交 ,则前两个球面的切点即为所求的点 θ.若 v个球

面中有两个不相交 ,即无法求得点 θ,则该问题无解 .  

图 v 空间 v球面交点
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  结合绕两个相交的转动轴旋转两次至给定点子

问题的解法 ,以及本文中的解法 ,可以确定 ,最终的

解 Ηt 和 Ηu可能是 w组 !u组 !t组或无解 w种情况 .

在解决以下形式的方程式时将会用到本文提出

的子问题解法 :

ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv π = θ

其中 ,轴 Νu !Νv相交于一点 ,但轴 Νt 不与以上两轴相

交 .在这种情况下 ,可以在 Νt上找到这样两点满足下

式 :

ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv π − θt = ε

Ν¡tΗt (ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv π − θt ) = θ − θt

ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv π − θu = ε

Ν¡tΗt (ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv π − θu ) = θ − θu

对上式两边取范数 ,即可得到本文所描述的子问题

表达形式 :

+ ε
Ν¡tΗt (ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv π p θt )+

 � + ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv π p θt + � + θ p θt +

+ ε
Ν¡tΗt (ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv π p θu )+

 � + ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv π p θu + � + θ p θu +

3 . 2  关于该子问题的分析

在所有的子问题求解过程中 ,参考点的选取是

构造性的 ,即人为地选取某些在惯性坐标系中已知

的点 ,这些参考点在矩阵的指数映射或映射的组合

作用下 ,构造出某一类子问题 .因此参考点的选取是

使子问题构造成功的关键 ,这一点可以在下一节的

实例中体现出来 .

假设在本文所述子问题中 ,参考点 θt 和 θu 选取

后 , v个球心在一条直线上 ,则必有 Νt !Νu 和 Νv 相交

于一点 .式 ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv π � θ则可以拆分成子问题 t

和子问题 u来解决 .如果仍然引用本文的子问题解

法 ,当 v个球心在一条直线上时 , v个球面的交点可

能分布在同一个圆上 ,则在图 u中将有无穷多个解

θ. v转动轴相交 ,造成对交点 θ的约束不足 ,使方程

组数量小于未知数数量 ,由此造成多解 .因此 ,在构

造本类子问题时 ,应避免 v转动轴交于同一点这种

情况 .

4  62Ρ ΤΣ并联机器人运动学逆解 (Ινϖερσε

κινεμ ατιχσ οφ62Ρ ΤΣ παραλλελροβοτ)

该运动链具有如图 w所示的结构形式 ,每个支

链以固定平台上的转动关节作为机器人的驱动关

节 ,每个支链两杆间的万向铰为被动关节 ,而末端的

球铰 ,用等效的 v个转动副代替 ,该关节也为被动关

节 .

利用运动旋量的几何特性 ,将旋量 Νt ∗ Νy 定义在

运动链的 y个转动关节上 ,并且 Νt ∗ Νy都是零节距旋

量 .该运动链的运动方程可以表示为 :
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γστ(Η) = ε
Ν
¡
tΗt , ε

Ν
¡
yΗy γστ(s) =

Ρ Π

s t
= γδ (x)

其中 γστ(Η)表示物体坐标系相对于惯性坐标系的位

姿 ,在此用 γδ 来表示物体坐标系的期望位姿 .其中 Ν
¡

�
Ξ¡ p Ξ ≅ θ

s s
, Ξ为与旋量 Ν的转动轴同向的单位

向量 , θ为在惯性坐标系中表示的一点 ,且该点在转

动轴 Ν上 .若将 Ξ定义为 Ξ � [ ξ, ψ, ζ]
×
,则将 Ξ¡定义

为一个反对称矩阵 :

Ξ¡ =

s − ζ ψ

ζ s − ξ

− ψ ξ s

则矩阵指数 ε
Ν¡Η既可表示确定刚体的位形 ,又可以用

于一点在不同坐标系之间的变化 ,这一点在文献 [ t]

中给予了证明 .  

图 w � ×≥运动链及运动旋量定义
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  将 (x)式两端右乘 γ
p t

στ (s)得指数映射 :

ε
Ν¡tΗt , ε

Ν¡yΗy = γδ γ
−t
στ (s) = γt (y)

以下分步求解为达到期望位姿所要求的关节角 :

第一步 : (求关节角 Ηu 和 Ηv )将 (y)式两端作用

于 Νw !Νx !Νy轴线交点 θv ,则有 :

ε
Ν¡wΗw ε

Ν¡xΗx ε
Ν¡yΗy θv = θv

故

ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv θv = γt θv (z)

从式 (z)两端分别减去 Νt 轴上的 θt与 θu得 :

ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv θv − θt = ε

Ν¡tΗt (ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv θv − θt )

= γt θv − θt ({)

ε
Ν¡tΗt ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv θv − θu = ε

Ν¡tΗt (ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv θv − θu )

= γt θv − θu (|)

对式 ({) !(|)两端分别取范数 ,因为刚体运动保持范

数不变 ,故有 :

+ ε
Ν¡tΗt (ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv θv p θt )+

 � + ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv θv p θt + � + γt θv p θt + (ts)

+ ε
Ν¡tΗt (ε

Ν¡uΗu ε
Ν¡vΗv θv p θu )+

 � + ε
Ν¡uΗu ε

Ν¡vΗv θv p θu + � + γt θv p θu + (tt)

由以上两式可知 ,式 (ts) !(tt)即为本文所描述的绕

两轴线旋转至给定距离子问题 ,利用前面的求解方

法 ,可求得 Ηu和 Ηv .

第二步 : (求关节角 Ηt )由于 Ηu和 Ηv 已经求得 ,

式 (z)中唯一未知数为 Ηt ,由其形式可知 ,该问题属

于一点绕某轴旋转至给定点 ,利用该子问题的解法

即可求得 Ηt .至此 ,已经求得该运动链的输入关节的

运动位置 .

第三步 : (求关节角 Ηw 和 Ηx ) 对运动方程进行

整理 ,对两边同时左乘 Ηt !Ηu 和 Ηv 对应的指数积 ,则

运动方程可以改写为 :

ε
Ν¡wΗw ε

Ν¡xΗx ε
Ν¡yΗy = ε

−Ν¡vΗv ε
−Ν¡uΗu ε

Ν¡tΗt γδ γ
−t
στ (s) = γu

(tu)

将式 (tu)作用在 Νy 轴上但不在 Νw 和 Νx 上的一点

θw :

ε
Ν¡wΗw ε

Ν¡xΗx πw = γu πw

该形式符合本文前面提到的第二类子问题 :一点绕

两个相交的转动轴旋转两次至给定点子问题 ,利用

该问题的解法 ,即可求得 Ηw及 Ηx .

第四步 : (求关节角 Ηy ) 剩下未求出的仅为 Ηy ,

将运动方程重新整理 ,并将其两边作用于动坐标系

上一点 θx (该点在动坐标系中是一个固定的点 ,但在

惯性坐标系中描述 ) ,该点恒不在转动轴 Νy 上 (可以

定义这样一个点 ) ,这样定义 ,是为了避免在惯性坐

标系中定义的点因为轴 Νy 的运动而使得该点位于轴

Νy上 .

ε
Ν¡yΗy θx � ε

p Ν¡xΗx ε
p Ν¡wΗw ε

p Ν¡vΗv ε
p Ν¡uΗu ε

p Ν¡tΗt γδ γ
p t

στ (s) θx

该问题属于第一类子问题 :一点绕某轴旋转至给定

点子问题 ,利用该问题的解法 ,即可求得 Ηy .

在此需要说明一点 ,在以上机器人运动学逆解

求解过程中 ,所利用的参考点 θt ∗ θx 均为在惯性坐

标系中描述的点 .

在并联机器人逆运动学分析中 ,有些情况下只

需要输入关节解的情况 ,在本例的第一步求解 Ηu 和
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Ηv过程中 ,假定 v球面有两个不同交点 π与 πχ,并且

对应着两个交点的子问题 u分别有两组不同的解 .

令与 π对应的解为 [ Ηπ
ut , Η

π
vt ]和 [ Ηπ

uu , Η
π
vu ] ,与 πχ对应的

为 [ Ηπχ
ut , Η

πχ
vt ]和 [ Ηπχ

ut , Η
πχ
vt ] ,可以发现第一组和第二组

解对点的作用相同 ,因为

ε
Ν¡uΗ

π
ut ε

Ν¡vΗ
π
vt θv = π

ε
Ν¡uΗ

π
uu ε

Ν¡vΗ
π
vu θv = π

对应 πχ的两组解也有相同的结果 ,因此 (z)式可以改

写为 :

ε
Ν¡tΗt π = γt θv

ε
Ν¡tΗt πχ = γt θv

因 π与 πχ不同 ,所以输入关节角 Ηt 最多能有 u组解 .

逆运动学中子问题的划分的同时 ,也将未知量

进行了分组 .通过寻求未知量组中对参考点起相同

作用的旋量组合 ,可以简化计算过程 ,使解的数量的

分析变得清晰 ,省略不必要的计算 .

5  结论 (Χονχλυσιον)

ktl给出了旋量理论中绕两轴线旋转至给定距

离这一子问题的求解方法 o该方法具有明确的几何

意义 o计算简单 o为具有类似子问题的运动链求解提

供一个新的方法 q

kul将机器人运动学逆解问题划分成若干子问

题去解决 o使得问题变得简单有序 o有利于计算机控

制机器人运动程序的通用性和模块化 q

kvl参考点的选择在子问题的划分与求解中是

关键的一步 o必须按照相应子问题的规则去选取 q

kwl结合子问题的运用 o通过寻求未知量组中

对参考点起相同作用的旋量组合 o可以简化计算过

程 o略去不必要的计算 o使逆解求解更快 !更直接 o有

利于机器人控制的实时性 q
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