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连续相位调制信号的二阶循环平稳特性分析 

张仔兵    李立萍    肖先赐 
(电子科技大学电子工程学院  成都  610054) 

摘 要: 连续相位调制(CPM)信号以其恒包络和优良的频谱特性在现代卫星通信和移动通信中越来越受到人们的重 

视，然而这一大类调制信号的循环平稳特性却较少有人关注。该文根据连续相位调制信号在不同调制指数下的基带

循环谱，推导了其相应带通循环谱的表达式, 并对这些表达式的详细分析，得出了不同调制指数情况下循环频率与

载频、码元宽度和峰值频偏之间的关系式。仿真实验证明这些结论是正确的。 
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The Characteristic Analysis of Second Order Cyclostationarity  
of Continuous Phase Modulation Signal  

Zhang Zi-bing    Li Li-ping    Xiao Xian-ci 

Abstract  Continuous Phase Modulated (CPM) signals play a prominent role in modern satellite communication systems  

and mobile communication systems due to their constant envelope property and bandwidth efficiencies. However, there 

was no much comprehensive reference concerning the cyclostationarity of the large family of CPM. In this paper, the 

general band-pass cyclic spectral representations of the continuous phase modulation are derived and analyzed in detail 

based on the analytical expression of the corresponding base-band cyclic spectra; as well, the relation between cyclic 

frequency and carrier frequency, code width, peak frequency deviation is obtained with the different modulation indexes. 

These conclusions are proved by the computer simulations. 
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1  引言 

连续相位调制信号以其恒包络和较好的频谱特性(窄主

瓣、快速滚降的旁瓣)在现代卫星通信和移动通信中获得了广

泛的应用。由于其调制形式较之一般的非线性调制(如 MPSK)

复杂，其自相关和功率谱均较难计算。因此，人们试图通过

各种不同方式将这类调制信号简化，如以文献[1,2]中的研究

者为代表的将连续相位调制信号分解为线性脉冲幅度调制

(PAM)信号的组合以求简化计算。这种由非线性到线性的分

解可以得到概念的简化，但在脉冲长度较大时不能得到精确

解。也由于上述原因，这类信号的循环平稳特性更是较少有

人研究。其实，连续相位调制信号同其它人工调制信号一样

具有典型的循环平稳特性，因此，我们可以开发其循环平稳

特性为信号处理服务。文献[3 5]系统地论述了信号的循环

平稳理论，作者利用线性周期时变变换计算出了多种信号的 

−

循环谱，以及对循环平稳理论在信号检测、参数估计、系统

                                                        
 2004-05-26 收到, 2004-12-15 改回 

辨识、调制识别等诸多方面的应用作了较为系统的阐述，但 

作者只对连续相位调制信号的循环平稳特性略有提及。文献

[6]是循环平稳应用到通信和信号处理领域的一部专题论著，

该论文集不仅对二阶循环平稳及其应用领域有较为详细的

论述，还用较大篇幅介绍了高阶循环平稳理论。国内有一部

分学者近年来也一直致力于循环平稳理论的应用研究，其涉

及的领域包括信号检测[7,8]、参数估计[9,10]、阵列信号处理[11,12]

等，文献[13]有专门的章节讨论循环平稳理论以及该领域的

前期研究成果，但将循环平稳理论应用到CPM信号的研究目

前尚未发现。文献[14]在文献[1]的基础上改进了连续相位调

制信号PAM表示，并利用改进的表达式分析了CPM信号复包

络(基带信号)的循环平稳特性，得到了一些近似的结论，取

得了较好的近似效果。文献[15,16]根据复信号的循环谱与 

Wigner-Ville 时频分布的关系通过复杂的数学推导计算出了

连续相位调制信号的复包络的循环谱表达式。由于通常我们 
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接收到的信号均为实的带通信号，特别是在载频未知的情况

下要实现接收信号的后处理必须能准确地估计出载频参数。 

正是基于这种考虑，本文作者在文献[15,16]的基础上通过数

字带通调制信号的循环谱与其复包络的循环谱关系式，推导

并详细分析了二进制连续相位调制信号在不同调制指数下

的循环谱，与文献[15,16]相比，本文的结果不仅含有基带信

号循环谱的所有信息，而且能准确地反映载波频率的信息。

由于循环谱线通常与信号的键控率和载波频率等参数相联

系，因此文中对不同调制指数下的循环谱幅度的不同截面进

行了分析，得出的一些结论可以为该类信号的接收和优化处

理提供参考。计算机仿真实验证明了这些结论是正确的。 

2  循环平稳的基本概念和信号模型 

2.1 信号的循环平稳性[3,5] 

若二阶连续复值非平稳随机信号 { 的

自相关函数呈现以 为周期的周期性，则称 为循环平稳

信号。其循环自相关函数和共轭循环自相关函数表示为 

( ),   ( , )}v t t ∈ −∞ +∞

T ( )v t

2

2

1( ) lim exp( 2 )d
2 2

T
vv TT

R E v t v t j t t
T

α τ ττ πα∗

−→∞

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

∫   (1) 

2

2

1( ) lim exp( 2 )d
2 2

T

vv TT
R E v t v t j t t

T
α τ ττ πα∗

−→∞

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∫  (2) 

其中α 称为循环频率， T 是信号 的基本周期，( )v t { }E • 表

示求期望，上标 表示取共轭。 ∗

上二式对延时τ 的傅里叶变换分别为循环谱和共轭循环

谱，即 

   2( ) ( ) dj f
vv vvS f R eα α π ττ τ

+∞ −

−∞
= ∫               (3) 

   2( ) ( ) dj f
vv vv

S f R eα α π ττ τ∗ ∗

+∞ −

−∞
= ∫              (4) 

若数字调制信号表示为[17] 

({ )}02( ) Re ( ) cj f tx t v t e π ϕ+=                  (5) 

其中 cf 表示信号载频， 0ϕ 表示确定性初始相位(本文假设其

为零)， 表示带通信号( )v t ( )x t 的复包络, 则可得到 ( )x t 与

的循环谱的关系式( )v t [3]为 

2 2

1( ) [ ( ) ( )
4

( ) ( ) ] (c c

x c cvv vv

f f
vv c vv c

S f S f f S f f

S f f S f f
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2.2  CPFSK 信号模型 

    连续相位调制信号[17]的一般表达式为 

  2
0( ) Re[ ( ) ] cos[2 ( , ) )cj f t

cx t v t e f t tπ π φ ϕ= = + I

  
1
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这里 表示载波的时变相位， 表示幅度序列，它是由

信息序列 { 的 比特二进制数字组映射到幅度电平

( , )tφ I I

}nI k

{ 1, 3, , ( 1)}M± ± ± − 得到的; ( )g t 是一个幅度为1/ ，持

续时间为 T 秒的矩形脉冲(在 CPM 中又叫频率成形函数); 

是相位成形函数 ; 

(2 )T

( )q t nθ 表示直到 nT 时的相位累积 ; 

( , )tθ I 表示 ( 1)nT t n T≤ ≤ + 时间内的相位变化; df 是峰值

频率偏移; 称为调制指数; h L (取正整数)表示脉冲长度，

1L = 时称为全响应信号， 1L > 时称为部分响应信号。对于

全响应二进制 CPFSK 信号，其复包络可以表示为 

( ) exp 2 ( ) 2 ( )d n d r T
n r

v t j f I t nT f T I p t nTπ π
∞ ∞

=−∞ =−∞
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∑ ∑

I

(10) 

其中 是取n 1± 的独立同分布的随机序列，且 及其傅里

叶变换Q f 可以表示为 

( )Tp t

( )T
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1 0 sin( )( ) ( )
0,T T

t T fTp t Q f
f

π
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，
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      (11) 

对于部分响应二进制 CPM 信号，其复包络可以表示为 

    ( ) exp 2 ( )k
k

v t j h I q t kTπ
∞

=−∞

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬
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∑           (12) 

3   二进制带通 CPM 信号的循环谱 

3. 1  二进制 CPFSK 信号的二阶循环谱推导 

3.1.1   调制指数为整数和半整数(即 0.5 的奇数倍)   由文

献[15]所推导出的调制指数为整数的复包络的共轭循环谱及

循环谱分别为 
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其中 取整数，上面各式中m mδ 表示 Kroneker 符号函数(即当

时， ；当 时， )，0m = 1mδ = 0m ≠ 0mδ = ( )δ • 表示 Dirac

分布函数。将式(13), (14)代入式(6)，由于这个展开式比较

复杂，于是将代入后的右边四项分写如下： 
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我们的目的是要得到该类信号的循环谱的谱线分布，于是将

式(15)，(16)，(17)，(18)代入式(6)，同时令 取其幅度，

由施瓦茨不等式可得如下表达式: 
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若将式(19)的右边4项继续使用施瓦茨不等式进行分解，

则可得到以下结论： 

(1) 上式展开后含有 mδ 或 ( )δ • 的项均为零。 

(2) 分解后各项中均含有不同辛格函数的乘积加权和，

在 0f = 的α 截面上，这些辛格函数各自在 2 2c df fα = ± ±  4

个位置取得最大值。 

(3) 由结论(1)、(2)可知式(19)左边的最终结果是循环谱

幅度在 0f = 的α 截面上，当 2 2c df fα = ± ± 时取得较大非零

值，而在其它地方取值较小或者为零, 如图 1(b)所示。仿真

过程中，除特别说明外，均采用归一化采样频率，即 1Hzsf = ，

载 频 / 5Hz,c sf f= 码 元 周 期 码 元 个 数 ( 长

度)

50 ,T = s

100N = 。 

(4) 在式(19)分解后的最终表达式中，若令 0α = ，则得

到传统意义上的功率密度谱。由数学表达式可得：当
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c df f= ± ± 时，在 0α = 的 f 截面上将出现谱峰。但在循环

谱估计过程中，为了提取循环频率的谱线，我们通常要求循

环频率的分辨率 αΔ 远远大于传统的傅里叶频率分辨率 fΔ 。

两个频率轴上的分辨率同样存在测不准关系的制约[3]，在这

种情况下，谱峰位置将出现在 cf f= ± 处，如图 1(c)所示。

如果降低循环频率的分辨率，当两个频率轴上的分辨率近似

匹配时，则体现信号特征的谱线和谱峰都能显示出来(这一点

在图 5 中通过基带循环谱进行了演示)。 

(5) 由于数字调制信号的能量主要集中在载频附近，且

由式(6)知，基带信号的共轭循环特征集中体现在与载频相联

系的α 截面上(实际上反映的是码元序列的周期性)。由式
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(13)，(15)，(16)知，在 cf f= ± 或 c df f f= ± ± 的α 截面上将

集中体现基带信号的周期性，即在 /m Tα =  ( 取整数)处出

现离散的谱线，但这些谱线强度一般表现得比较微弱, 如图

1(d)所示。 

m

(6) 当调制指数为半整数时，对文献[15]中所计算出的基

带信号的共轭循环谱和循环谱作类似的推导，可以得到与调

制指数为整数情况下相似的结果，其区别仅在谱线或谱峰强

度的加权值不同罢了。其仿真结果与图 1 相似。 

 

 

图 1  调制指数为 1 时 CPFSK 信号的循环谱 

3.1.2 调制指数为其它情况(既不是整数，也不是半整数) 

这种情况和前两种情况很有差异，文献[15]表明此时基带信

号的循环谱不存在，只有其共轭循环谱。由式(6)中的分析可

见，基带信号的循环谱与二倍载频有着紧密的联系，而基带

信号的共轭循环谱则与码元序列的周期性紧密联系。因此若

将这种情况下的基带共轭循环谱代入式(19)进行分析其二倍

载频附近的周期性将不再明显，即有谱线产生，但其所在位

置出现偏差。而在传统傅里叶频率上载频附近的周期性仍然

存在。如图 2 所示。 

 
图 2  调制指数为 0.8 时 CPFSK 信号的循环谱幅度切片 

3.2  二进制部分响应 CPM 信号的循环谱 

将文献[16]中得出的二进制部分响应 CPM 信号的基带

共轭循环谱和循环谱代入式(6)作与 3.1 节中类似的分析可得

出以下结论： 

(1) 调制指数为奇整数( ，2 1h p= + p 为正整数)时，在 

0f = 的α 截面上，当 2 cfα = ± 将有最大强度的谱线产生， 

另外，在 
2 (2 1) / 2 (2 1) 2 / ,c c df k T f k f h k Zα =± + + = ± + + × ∈  (20) 

的地方均有谱线产生，但 2 1h k= + 时, 将有仅次于 2 cfα = ±

处的较大强度的谱线。若令 0α = ，则体现的是该类信号的

功率密度谱，按 3.1 节中的类似分析，在  (2 1) /cf f k= ± + +

(2 )T 时有谱峰存在，但在分辨率有限的情况下，谱峰的中心

位置在 cf f= ± 处。如图 3 所示。 

 

 
图 3 调制指数为 1h = ，脉冲长度 2L = 时 CPM 信号的循环谱 

(2)调制指数为偶整数时，在 的0f = α 截面上，当

2 2 / 2 2 2 /c c df k T f k f hα = ± + = ± + × 的地方将有较大强度的

谱线出现，其中， 2 cfα = ± 处将产生最大强度的谱线， 2h k=

时次之，其它地方的谱线强度较弱。若令 0α = ，则在

/cf f k T= ± + 时有谱峰存在，但在调制指数较小的情况下，

谱峰的中心位置在 cf f= ± 处。其仿真结果与图 3 类同。 

(3)调制指数为半整数时，在矩形成型脉冲的情况下, 在

0f = 的α 截面上 2 2c df fα = ± ± 的地方将产生较大强度谱

线，但有较多毛刺。但在升余弦脉冲和高斯脉冲的情况下,

谱线强度较大。另一方面，在 0α = 的传统功率谱截面上

cf f= ± 的地方出现谱峰。如图 4 所示。 

(4)调制指数为其它情况时与 3.1.2 节中的情况类同。 

 
图 4  调制指数为 0.5 时 CPM 信号的循环谱 

4  基带 CPM 信号的循环谱和共轭循环谱与带通

CPM 信号循环谱的特征比较 

如果将式(13)，式(14)两边取幅度类似式(19)应用施瓦茨

不等式可得如下结果: 
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(1)在 的0f = α 截面上，当 /m Tα = 2 /df m h= × 的位置

有较强的离散谱线产生，实际上当 时，即m h= 2 dfα = ± 的

地方谱线最强。在 0α = 的 f 截面上，当 df f= ± 的位置将有

谱峰出现。 

(2)循环频率α 和传统的傅里叶频率 f 之间同样存在一

个分辨率问题，若两者的分辨率近似匹配，则两个截面的谱

线和谱峰均能分开，如图 5 所示。如为了提高循环谱线的分

辨精度，则 0α = 的 f 截面上的谱峰将不能分开。如图 6 所

示。 

 

 

图 5   ， 的基带循环谱 1h = 8sT =

 

图 6   ， 的基带循环谱 1h = 50sT =

从图 5 中可以看到，当循环频率和传统傅里叶频率近似

匹配时，循环频率谱线和峰值频率偏移所呈现的谱峰都能完

整地显现出来，但分辨率均不高。由于循环频率轴上往往含

有更多的有用信息，因此实际进行信号处理的时候总是要求

循环频率分辨率 αΔ 远大于傅里叶频率分辨率 fΔ 。图 6 中的

左图实际上是图 5 中(b)和(d)的重合，而右图则是图 5 中的

(c)，循环谱线可以很清楚的分辨，而传统傅里叶频率轴上的

两个谱峰已重合到零点无法分辨。另外，从前面分析的带通

CPM 信号的循环谱中不仅可以得到基带信号循环谱含有的

所有信息，而且在不需要增加额外计算量的情况下还可以获

得载波频率的信息，这也说明分析带通 CPM 信号的循环平

稳特性有其积极的意义。 

 

5  二进制 CPM 信号的抗噪声性能分析 

由于通常的平稳噪声或近似平稳噪声不具有循环平稳

性，其循环谱幅度只在 0α = 处出现谱峰，对非零循环频率

处的体现信号特征的干扰很小，而由前面的分析可知，CPM

信号在多个非零循环频率处均有较强的谱线产生。图 7 给出

了 − 10dB(信噪比采用 210lg(1/ )σ 定义)高斯白噪声背景下,

调制指数为 0.5 的 CPFSK(即 MSK 信号)和 GMSK 信

0f

号的

= 的α 截面的样本曲线。其中 MSK 信号的参数与图 1

相同，GMSK 信号的脉冲 3L = ，3dB 带宽的时宽-带宽

0.3

长度

积为 BT = 。从仿真图中可以看出 CPM 信号的循环谱线

具有很强的抗噪声能力。 

 

图 7  − 10dB 下 MSK 和 GMSK 信号 的0f = α 截面谱  

6  结束语 

本文根据二进制 CPM 信号的复包络的循环谱及其共轭

循环谱推导了其相应带通信号循环谱的表达式，通过对这些

循环谱表达式的分析，总结出了若干由该类信号的循环平稳

特性所表现出的特征，仿真实验证明所得出的结论是正确

的。 
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