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相关跳频转移函数的双随机矩阵模型及其应用 
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摘  要：该文分别从状态空间的分解和平稳分布等角度对双随机矩阵以及双随机马氏(Markov)链的性质进行了研

究，并将这些性质应用到相关跳频转移函数的分析和建模。文中证明了转移函数的双随机矩阵数学模型就状态转移

过程的均匀性来说是完备的。基于对该模型的分析，提出了一种转移函数构造方法——周期分组法，通过将频率转

移过程构造成一个周期性双随机马氏链，可以获得纠错性能和频率间隔性能俱佳的转移函数。 
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Doubly Stochastic Matrices Model of DFH G-Function and Its Application 

Li Tian-yun    Xu Man-kun    Ge Lin-dong 
(University of Information Engineering, Zhengzhou 450002, China) 

Abstract: In this paper, the properties of doubly stochastic matrices and doubly stochastic Markov chains are 
researched from the viewpoints of the classification of states and equilibrium distributions. These properties are 
applicable to the analysis and modeling of differential frequency hopping G-functions. It is proved that the doubly 
stochastic matrix model of G-functions is complete in terms of the state transition's uniformity. Based on this 
mathematic model, a periodic grouping method is proposed to design G-functions by regarding the state transition 
as a periodic doubly stochastic Markov chain, and it can achieve good performance both in error-correcting and in 
frequency interval. 
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1  引言  

相关跳频技术是美国在 1995 年研制短波CHESS 

(Correlated Hopping Enhanced Spread Spectrum)电台时首

次提出的[1,2]，是一种新的高速抗干扰宽带跳频通信体制。相

关跳频也叫差分跳频 (Differential Frequency Hopping，

DFH)，采用频率转移函数机制来控制频率跳变序列，传输

的数据信息被调制到跳变频率序列的频点变化中，利用相邻

跳变频率之间的变化来携带信息。每跳传输的都是未调制的

单频脉冲，收端仅需检测频点、而不涉及定时和解调等问题，

从而可以使跳频系统获得更高的跳速和数据传输速率，并减

小对其他共享带宽用户的干扰。同时，在相关跳频传输信息

的过程中因频率的跳变存在冗余而具有一定的检错和纠错

能力[3]，可以重建接收机检测过程中出错的数据，实现可靠

的高速数据传输。 

相关跳频系统中，频率转移函数以及频率检测算法是两

个关键技术。其中，频率转移函数的设计将直接影响系统的

相关纠错性能、保密性能以及抗干扰性能等。目前，国内外

相关文献中提出的频率转移函数设计算法有分组编码方 

案[4]、基于可加性模糊系统原理的方案[5]、累加求模循环取
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频方案[6]、数据推移取频方案[7]、基于仿射密码原理的方案[8]

等。然而，目前国内外对转移函数的研究并没有对其建立起

一个全面的数学模型。 

相关跳频通信的频率跳变序列是一个典型的有限状态

齐次马氏(Markov)链。通过对频率转移函数的设计要求和性

能的分析，以及对双随机马氏链的性质研究，本文建立了一

个基于双随机矩阵的频率转移函数数学模型，并证明了该模

型表示转移函数时的完备性。该数学模型的建立，有利于对

相关跳频转移函数的性能及设计进行进一步研究。在该模型

基础上，通过对转移函数的设计准则及其相关纠错性能、频

率间隔性能的分析，文中还提出了一种转移函数设计方法—

—周期分组法，通过将频率转移过程构造成一个周期性双随

机马氏链，可以获得纠错性能和频率间隔性能俱佳的转移函

数。 

2  双随机矩阵性质研究 

如果 N 维方阵 A 中所有元素皆为正数或零、且任一行

元素的和皆为 1，则称 A 为随机矩阵。如果 A 同时还满足

任一列元素的和皆为 1，即A的转置也为随机矩阵，则称A

为双随机矩阵。 

马氏链的转移概率矩阵 P必然是随机矩阵，而双随机矩

阵可以表征一类特殊的马氏链的转移特性，定义这一类马氏
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链为双随机马氏链。下面的定理分别从状态空间的分解、极

限分布和平稳分布等角度分析了双随机马氏链的性质，从而

导出频率转移函数的数学模型。 

定理 1 不包含孤立闭集的双随机矩阵必为既约矩阵。 

证明  孤立闭集 L 是指 L 外的任何状态和 L 中的任何

状态之间都互不可达，包含孤立闭集的马氏链实际可分为两

条或两条以上完全独立的马氏链。设双随机矩阵为A，以A

为转移概率矩阵的马氏链的状态空间为 ，状态

空间 I中不包含孤立闭集。 

{1,2, }I = "

反证法。设双随机矩阵A可约，则状态空间I可唯一地分

解为 ，其中D为非常返类，C1 2= ∪ ∪ ∪I D C C " 1,C2,"为

常返类C依据状态间的互通关系分解而成的不可约闭集，

D,C1,C2,"互不相交[9]。从而可按D,C1,C2,"的顺序将I中

各状态的编号作适当调整，使转移概率矩阵A变换成如下表

示形式： 

1 2 3
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设C1中状态数为k，考察不可约闭集C1对应的k·k的转

移概率矩阵P1，P1中各行的和为 1，因此P1中所有元 

素的和 。因为C1
, 1

( , )
k

i j

i j k
=

=∑P 1不为孤立闭集，所以S1中 

不全为 0。因此P中P1所处的k列的和大于k，这与A为双随

机矩阵矛盾。考察P中各子集后可知，不包含孤立闭集的双

随机矩阵必为既约矩阵。                      证毕 

可见，不包含孤立闭集的双随机马氏链是不可约的。因

为包含孤立闭集的马氏链可分为两条或两条以上完全独立

的马氏链，以下假设所提到的马氏链均不含孤立闭集。可知，

双随机马氏链中的状态都是互通的，所有状态都具有相同的

周期。如果还满足状态数有限，则该马氏链也是正常返的。 

定理 2 周期为d的双随机马氏链，其状态空间I可唯一

地分解为d个互不相交的子集G1,G2," ,Gd，使得自 中的

任一状态出发经一步转移必进入G
iG

i+1中 (i=1,2,… ,d，

)，且各子集 ,(i=1,2," ,d)中的状态数相同。 1 ˆ+ =dG iG

证明  由定理 1，该马氏链是不可约的，因此存在唯一

的分解 , 使得自G
1

d

i
i=

= G∪I i出发经一步转移必进入Gi+1中

[9]。 

下面证各子集中的状态数相同。按G1,G2," ,Gd的顺序

将I中各状态的编号作适当调整，使转移概率矩阵P变换成如

下表示形式： 
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设Gi中状态数为ki，Gi+1中状态数为ki+1( )，则

P
1 ˆdk + = 1k

i(i+1)为ki·ki+1维矩阵，且各行、各列元素的和皆为 1。因

此，ki=ki+1，Pi(i+1)为双随机矩阵。                证毕 

由定理 2，对有限状态双随机马氏链，状态数 N 是周期

d 的整数倍。 

定理 3 周期为d的有限状态马氏链，状态空间为I= 

{1,2," ,N}，如果其转移概率矩阵P=(pij)N·N为双随机矩阵，

则对任意i,j∈I，有 

( )
, ,

lim
0,  ,

( 1,2, , ; 0,1, , 1)

s s mnd m
ijn

d N i j
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其中 由定理 2 给出( )。 
1

d

i
i=

=I G∪ , 1,2, ,ˆd k k k d+ = = −"G G

特别地，如马氏链为非周期的，d=1，则对任意 i,j∈I，

有 ( )lim 1n
ijn

p N
→∞

= 。 

证明  由定理 1，该马氏链是不可约和正常返的。 
先 证 d=1 时 的 结 论 。 此 时 对 任 意 i,j ∈ I 有

( )lim 1n
ij jn

p μ
→∞

= ，其中 为状态j的平均返回时间jμ
[9]。易知，

双 随 机 矩 阵 的 乘 方 亦 为 双 随 机 矩 阵 ， 从 而

1 2
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N
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仍然是双随机矩阵。因此，

，j Nμ = ( )lim 1 1n
ij jn

p Nμ
→∞

= = 。得证。 

对于d>1 的情形，设M=N/d，由定理 2，M为整数，各

子集Gi,(i=1,2," ,d)中的状态数皆为M。将转移概率矩阵P

按子集Gi划分出d个子阵P12, P23," , , P( 1)d dP − d1，这d个子

阵Pij皆为M阶方阵，表示从子集Gi转移到Gj的转移矩阵，为

双随机矩阵。P中Pij以外的元素皆为 0。调整马氏链中各状

态的编号，使调整后的转移概率矩阵Q具有式(2)所示的矩阵

形式：

1 2 3
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Q 。调整过程即为

Q=E

"

"

"

"

"

1PE2，其中E1为行对调多次的初等方阵，E2为列作同

样对调的初等方阵，E1= E2 且E1 E2= E。因此，

Qn=E1PP

nE ，即Pn
2 P 可由Qn作同样的状态编号调整得到。由
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矩阵分块乘法和初等方阵理论，Qn中也是含有d个M阶双随

机矩阵，而其余元素为 0。 

在d>1, m=0 时[9]，有 ( )
,  ,

lim
0,      

j snd
ijn

d i j
q

μ

→∞

⎧ ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩ 其他

G
 。因

此， 1
j

d M
μ

⋅ = ，从而 。得证。 j Nμ =

在 d>1, m≠0 时，由 d>1, m=0 时结论以及矩阵分块乘

法和初等方阵理论，结论显然成立。               证毕 

定理 2 和定理 3 表明，周期为d的有限状态双随机马氏

链，其转移路径必为G1→G2→…→Gd的循环；其极限转移

概率矩阵 如式(3)所示，且分别对应m=0,1,…,d-1 而有d

种形式。 

( )
m
∞P

定理 4 有限状态马氏链，状态空间为I={1,2," ,N}，

如果对任意i,j∈I，有 ，则其转移概率矩阵

P=(p

( )lim 1/n
ijn

p
→∞

= N

ij)N·N为非周期的双随机矩阵。 

证明  本定理实际上就是定理 3在非周期情况下的逆定

理。 

用反证法来证明。设 P不是双随机矩阵，则必存在至少

两列的列和不为 1。设 P中第 m 列中元素的和为 c 且 c≠1，

则在 ( 1) ( )∞+ ∞=P P P 中， ，与  

矛盾。从而 P中每列元素的和皆应为 1，是双随机矩

阵。 

( 1) / 1/imp c N∞+ = ≠ N ( )lim n
ijn

p
→∞

1/N=

又由定理 3 的逆否命题可得，如果 ( )lim n

n→∞
P 中不含 0 元

素，则周期必为 d=1，因此该马氏链是非周期的。    证毕 

3  转移函数建模分析 

3.1 转移函数定义 

相关跳频频率转移函数定义为 

1( ,n nF G F X−= )n

n

          (4) 

式中Xn为当前数据符号， 为前一跳的频率值，F1nF − n为当前

跳变频率。当前跳变频率由上一跳的跳变频率以及当前传输

的数据共同决定，所以这是一个典型的有限状态马氏链，且

对于离散无记忆信源来说是齐次马氏链。设每跳数据符号Xn

携带的信息为Bh比特，则Xn取值范围为{0,1,…, 2Bh-1}，而

f=2Bh表示 确定时F1nF − n可能的取值数。再设跳变频率集为

S={f1 , f2 
,…, fN}， 和F1nF − n从中取值，其中N表示跳变频率

数。通常N取 2 的整数幂，且N>2Bh，如CHESS系统中N取

64 或 256，Bh取 1~4。 

相关跳频编码过程中，原始二进制数据先按 Bh 比特分

组为数据符号。从一个随机的频点开始，由当前传输的数据

分组来决定转移到哪个频点，并将该频点对应的跳变频率发

射出去。接收端检测到跳变频率序列后，可以根据式(4)的逆

函数来进行译码： 
1

1( , )n nX G F F−
−=         (5) 

频率转移函数的直观表示有频率转移矩阵、树图、状态

图等。频率转移矩阵T是一个 的矩阵，元素T(i, j)表

示从频率编号为i, i=1,2,…,N的频点出发，当输入信息为j, 

j=0,1,…,2

Bh2N ⋅

Bh-1 时，将转移到编号为T(i, j)的频率。 

3.2  转移函数数学模型 

相关跳频的频率序列转移过程可以看成是一个典型的

有限状态齐次马氏链。由频率转移函数以及待传输数据符号

的统计概率可知其一步转移概率矩阵。例如在N=4, Bh=1

的简单情况下，假设传输信息“0”对应概率为p0，传输信息

“1”对应概率为p1，其频率转移矩阵T，对应的转移概率矩

阵P如式(6)所示。 
1     2      3     40       1

1 0

1 0

0 1

0 1

1 4    2 1 0 0

2 3    1 2 0 0
=        =

0 03 1    4 3
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T P       (6) 

跳变频率序列应该具有均匀性，即对于跳变频率序列对

应的马氏链，从任意的初始分布出发，经足够多步的状态转

移后，其平稳分布为均匀向量。 

推论 跳变频率序列具有均匀性当且仅当其对应的马

氏链是非周期的双随机马氏链。 

证明  设该马氏链的状态空间为I={1,2," ,N}，转移概

率矩阵为P=(pij)N·N，初始概率向量为(p1,p2," ,pN)，n时刻

的绝对概率向量为(p1(n), p2(n), , p" N(n) )。 

先证充分性：由定理 3，对任意 i,j∈I，有  

。因此对任意 j∈I，其极限分布  

( )lim n
ijn

p
→∞

=

1/N lim ( ) limjn n
n

→∞ →∞
=p

( )

1

 1/
N

n
i ij

i

p
=

=∑i p N

N i ijp

N

N

，满足均匀性。得证。 

再证必要性：由均匀性定义，对任意初始分布，其绝对

分布满足 。而 ，取特定

初始概率向量 (1 ，则 。同理可得，对

任意 i,j∈I，有 。由定理 4，转移概率矩阵 P

为非周期的双随机矩阵。                         证毕 

lim ( ) 1/jn
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( )
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n
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i

n
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=∑p p

,0, ,0)" ( )
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=

( )lim 1/n
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p
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=

对于跳变频率序列对应双随机马氏链且具有周期d的情

况，由定理 2 和定理 3，从任意的初始分布出发，经足够多

步的状态转移后，在每个周期G1→G2→…→Gd→G1内的绝

对分布为均匀向量。从而总体来看，跳变频率序列也具有均

匀性。 

综上所述，转移函数的数学模型是一个每行和每列都只

有 2Bh个元素非零的双随机矩阵，该双随机矩阵即为跳变频

率序列所对应马氏链的转移概率矩阵，通过这个模型来表述

转移函数就状态转移过程的概率意义和均匀性来说是完备

的。 

双随机矩阵模型对应到转移函数的频率转移矩阵表示

中，要求频率转移矩阵T中每个频点出现的次数应该相同，

皆为 2Bh。如果要传输的数据符号的统计特性不具有均匀分

布特性，那么频率转移矩阵T中的每列还必须是所有状态的
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在log2N/Bh为整数的情况下，s=log2N/Bh，取n=s-2，

即比最大可能的相关纠错性能少纠一个错，此时周期取

d=2Bh。 

一个全排列，以保证其对应转移概率矩阵的双随机性。 

在转移函数的构造过程中，可以将转移函数的双随机矩

阵数学模型简化为待传输数据符号具有均匀统计特性条件

下的情形，此时转移概率矩阵P是一个每行和每列中有 2Bh个

元素为 1/2Bh而其它元素为 0 的N维双随机矩阵。在P按简化

模型构造好之后，再由P来确定频率转移矩阵T，其中T中的

每列为所有状态的一个全排列。对一个确定的简化模型转移

概率矩阵P，其对应的频率转移矩阵T不止一个。 

在log
2
N/Bh不为整数的情况下， 2log Bhs N⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦ 。此时，

如果N/2≥(2Bh)s，则取 ，即达到最大可能的相关

纠错性能，周期d取满足N/d≥(2

1n s= −
Bh)s的最大整数。如果不能

满足上述条件并取到整数d，则取 ，周期d取满足

的最大整数。 

2n s= −
1/d (2Bh)sN −≥

3.3  基于周期马氏链构造转移函数——周期分组法 因为从Gi中的任意状态出发必将转移到Gi+1，因此不会

出现一步内转移到自身的状态。而且，如果在将状态空间I

分组时充分考虑组内元素的频率间隔特性和相邻组的频率

间隔特性，将可以使设计出的转移函数具有比较好的频率间

隔性能。例如N=64, Bh=2 的情形，取d=4，可以分组为

G1={1,5,9,…,61}, G2={3,7,11,…,63}, G3={2,6,10,…,62}, 

G4={4,8,12,…,64}，则使得从任意频点出发的所有一步下转

分支频率间的间隔至少为 4，并且相邻频点间频率间隔较大。 

相关跳频通信中由转移函数决定的性能主要包括相关

纠错性能、频率间隔性能等。相关纠错指根据频率转移路径

的唯一性来纠正频率跳变序列检测中的错误检测结果，转移 

路径间的最小距离达到最大值 2log
Bh

N
s

⎢ ⎥= ⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥ 时，可以达到最

大纠错性能，纠连续的 个错1s − [3]。频率间隔性能[10]则指相 

邻跳频时隙发射的跳变频率之间的频率间隔和从任意频点

出发的所有下转分支频率间的间隔。在转移函数设计及分析

中，频率编号大小与频率值大小一致时，一般用频率编号的

差值来表示频率间隔。 

相邻组之间的转移映射关系设计采用分组编码[4]的方

法，以使从任意频点出发的频率转移中直至第n+1 步转移的

所有状态都满足路径唯一。仍然以上述N=64, Bh=2, d=4

的情形进行说明。首先对每个Gi,(i=1,2,3,4)，将其中的 16

个频点随机分为 4 个小组Gij,(j=1,2,3,4)，每个小组含 4 个频

点，如表 1 所示。任意小组Gij中的 4 个频点，分别随机对应

到Gi+1中的 4 个小组，以第 1 组中的 4 个小组为例，如表 2

第 1 行所示。此时转移函数对应的双随机矩阵模型已确定。

再从Gij中的任一频点出发，按传输信息“00”,“01”,“10”,“11”

分别随机转移到该频点对应的小组中的 4 个频点，如表 2 第

2 行所示。此时从所有频点出发的转移关系已确定，转移函

数也就确定。 

周期分组法是一种从频率间隔性能出发并同时考虑最

佳相关纠错性能的转移函数设计方法，将频率转移过程构造

成一个周期为d(d≥2 且整除N)的马氏链。其状态空间

I={1,2," ,N}按定理 3 所述分为d组G1,G2," ,Gd，每组N/d

个状态。假如需要纠连续的n个错，则应满足 

N/d≥(2Bh)n+1         (7) 

这样才有可能使从Gi,(i=1,2, ,d)中的任一状态出发，第

n+1 步转移到达属于G
"

i+n+1( )的(2ˆd k kG G+ =
Bh)n+1个状态

时这些状态不重复，满足路径唯一。在d≥2 且整除N的前提

下，n值取满足式(7)要求的最大整数，n值确定后d值也取满

足条件的最大整数。 
表 1 周期分组法频率分组表 

j 

i 第(1)小组 第(2)小组 第(3)小组 第(4)小组 

第 1 组 1   5   9  13 17  21  25  29 33  37  41  45 49  53  57  61 

第 2 组 3   7  11  15 19  23  27  31 35  39  43  47 51  55  59  63 

第 3 组 2   6  10  14 18  22  26  30 34  38  42  46 50  54  58  62 

第 4 组 4   8  12  16 20  24  28  32 36  40  44  48 52  56  60  64 

表 2 周期分组法频率转移过程示意 

频率→小组 

1 

↓ 

2(1) 

5 

↓ 

2(2) 

9 

↓ 

2(3) 

13 

↓ 

2(4) 

17 

↓ 

2(3) 

21 

↓ 

2(1) 

25 

↓ 

2(4) 

29 

↓ 

2(2) 

33 

↓ 

2(4) 

37 

↓ 

2(2) 

41 

↓ 

2(1) 

45 

↓ 

2(3) 

49 

↓ 

2(1) 

53 

↓ 

2(4) 

57 

↓ 

2(3) 

61 

↓ 

2(2) 

频率→频率 

 

“00”： 

“01”： 

“10”： 

“11”： 

1 

↓ 

3 

7 

11 

15 

5 

↓ 

19 

23 

27 

31 

9 

↓ 

35 

39 

43 

47 

13 

↓ 

51 

55 

59 

63 

17 

↓ 

47 

35 

39 

43 

21 

↓ 

11 

3 

15 

7 

25 

↓ 

59 

51 

63 

55 

29 

↓ 

31 

27 

19 

23 

33 

↓ 

55 

63 

51 

59 

37 

↓ 

23 

19 

31 

27 

41 

↓ 

15 

11 

7 

3 

45 

↓ 

43 

47 

35 

39 

49 

↓ 

7 

15 

3 

11 

53 

↓ 

63 

59 

55 

51 

57 

↓ 

39 

43 

47 

35 

61 

↓ 

27 

31 

23 

19 
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采用由周期分组法构造的转移函数时，因为跳变频率序

列必然满足Gi→Gi+1的转移关系，因此在相关跳频信号接收

的频率检测过程中可以提供一定的检错能力，从而可以将检

错与相关纠错结合起来进行对频率检测结果的有效纠正。 

4  结束语 

频率转移函数是相关跳频通信系统中的关键技术，将直

接影响相关跳频通信的性能。本文着重分析了频率转移函数

的数学模型和设计问题。 

首先从状态空间的分解、极限分布和平稳分布等角度深

入分析了双随机矩阵以及双随机马氏链的性质。在此基础

上，建立了转移函数的双随机矩阵数学模型，可以证明，用

这种模型表示转移函数时是完备的。 

基于双随机矩阵的转移函数数学模型的建立有助于转

移函数的设计和性能分析。基于该数学模型，通过对转移函

数的设计准则及其相关纠错性能、频率间隔性能的分析，提

出了采用周期分组法来设计频率转移函数。周期分组法以马

氏链的状态空间分解理论为基础，所设计的转移函数通过将

频率转移过程构造成一个周期性的马氏链，兼顾了转移函数

的相关纠错性能和频率间隔性能，可以设计出性能较好的频

率转移函数。 
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