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  摘 要： 量子束流物理学是近年来发展起来的处理束流传输的全新方法，它是经典束流物理学的有益补

充。介绍了量子束流物理学的热波模型和基于狄拉克方程的相对论电子束磁透镜量子理论，并与经典束流物

理学方法进行了比较。
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  束流物理是研究带电粒子束流在特定电磁场中的传输特性的一门学科，具体涉及束流的聚焦、成形、与外

界电磁场或其它粒子间的相互作用等，它是加速器物理中极为重要的组成部分。随着加速器束流粒子能量的

提高和束亮度的增加，粒子的一些量子特性开始显现出来。这主要体现在束流传输中的量子效应，强场作用下

的束流现象等。目前，一些加速器物理学家已经开始将目光落在这一激动人心的新领域，他们把研究这一新领

域的学科称为“量子束流物理学”，就是采用量子力学的方法来研究束流传输现象。

  当一个由大量粒子组成的物理体系开始呈现波动性时，或者当波开始呈现粒子性时，我们称其具有量子效

应。在加速器中，粒子束的 De Broglie 波长可以表为［1］

λdb = h / 2πp = h / 2πγm0c0 （1）

式中：h / 2π 为 Planck 常数；p 为粒子的动量大小；γ 为粒子的相对论能量因子；m0 为粒子的静止质量；c0 为真空

中的光速。

  通常，De Broglie 波长的数值远小于加速管腔体或加速器磁铁的孔径，并且在同步辐射中，产生的辐射波也

具有低能和长波长的特点，所以束流粒子的波动性并不明显，因此，利用经典物理学方法便可以成功解决束流

动力学问题。但是随着粒子束能量的提高，亮度的增加，要求加速器具有更高的加速梯度，更小的束流孔径和

相空间，束流中的量子效应就变得越来越明显［2］，如强场作用下电子的自旋等。同时，在强流束的传输中，存

在许多经典力学难以解决的问题，如束内散射效应、空间电荷效应、粒子的强场聚焦等等，这些现象通常被认为

是产生束晕效应（halo）的主要原因，而束晕的产生，使得加速器束流大量损失。为了更清楚地了解这种效应，

需要探索和发展一套全新的方法，即量子束流物理学，而传统的经典束流物理学是量子束流物理学在低速，弱

场情况下的近似。

  从微观上说，任何一个物理体系都是量子化的。在量子力学中，对一个物理体系的研究通常使用波函数，

即用 Schrödinger 方程来描述，它可以表征物理体系的状态。与此相对应，在束流光学研究中，也可以采用波函

数描述带电粒子束流的状态。因此传统的粒子与电磁场间的相互作用可以用“粒子-波”间的相互作用来处理。

Schrödinger 方程中的 Planck 常数 h / 2π 在量子束流物理中可以用束流归一化发射度 εn 来代替，根据费曼理

论［3］，从而得到束流波函数，即类 Schrödinger 方程为

iεn∂tψ = -
ε2

n

2m∂
2
xψ + U（x，t）ψ （2）

线性情况下，U（x，t）与束流密度 |ψ | 2 无关。这里 εn 为束流在横向的归一化发射度，由下式决定

εn = m0c0γ β  ε （3）

式中 ε 为通常考虑的发射度。因此粒子的 De Broglie 波长为

λ = εn / p （4）
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  以下介绍量子束流物理学的最新进展，主要是以 R. Fedele 为代表的热波模型和以 R. Jangannath 为代表

的基于 Dirac 方程的磁透镜量子理论，并与经典的束流物理学进行了比较。

1 热波模型的描述

  R. Fedele 认为带电粒子束与外界电磁场之间的相互作用类似于量子光学中的粒子与外界热源间的相互

作用，且其相互作用可以用波函数来描述［4，5］。因此，R. Fedele 等人建立了一个类似于量子力学中 Schrodinger
方程的类束流动力学方程，用以讨论束流的传输特性，这种模型认为发射度是粒子束热运动的必然结果。

  具有一定发射度的相对论带电粒子束与周围介质之间相互作用的横向动力学方程可以描述为

iεn
∂ψ
∂z

= -
ε2

n

2 ▽
2
⊥ ψ + Uψ （5）

式中：z 为束流粒子的传输方向，在柱坐标系（ r，z，Ф）下，二维横向梯度▽⊥表示为

▽2
⊥ ψ = 1

r
∂
∂r
（ r ∂ψ
∂r

）+ 1
r2
∂2ψ
∂Ф2 （6）

且有 U（ r，z，Ф）= u（ r，z，Ф）/ m0γβ
2c2

0 （7）

式中：m0 和 γ =（1 - β 2 ）- 1 / 2 分别为粒子的静止质量与相对论因子；β = v / c0 为粒子的相对速度；u 为粒子与外

场的相互作用势能。

  在上述波函数的描述下，束流横截面密度分布满足

σ（ r，z，Ф）= N | ψ（ r，z，Ф）| 2 （8）

式中 N 为横截面上粒子的总数目。波函数的归一化条件为

∫
2π

0
dФ∫

∞

0
| ψ | 2 rdr = 1 （9）

（8）式描述了粒子横向密度分布。与方程（5）相耦合的横向力场方程为

F⊥ = - m0γβ
2c2

0▽⊥ U = - ▽⊥ u （10）

（5）式与（10）式联立描述了粒子束的变化情况，即为旁轴近似下带电粒子束流光学的波函数描述。为了描述

束流在加速器中的传输情况，定义束流半径为

Rb（ z）= ∫
2π

0
dФ∫

∞

0
r2 | ψ | 2 rdr

1 / 2
（11）

动量的平均值为

p（ z）= ε3
n

2 ∫
2π

0
dФ∫

∞

0
| ▽⊥ ψ | 2 rdr

1 / 2

（12）

由此得到一个类似于量子力学测不准原理的公式

pRb ≥ εn （13）

  对于对撞机中的束流，在作用点 z*处的局部亮度，即单位截面、单位时间内发生的事件个数为

∧* =
2xN1N2

4 | ψ（ r，Ф，z*）| 2 （14）

式中：x 为重复率；N1 和 N2 分别为两束对撞束流的粒子数目；ψ（ r，Ф，z*）为在相互作用点处的总的波函数。

  对于稳定束团的纵向运动，忽略辐射阻尼与量子激发，纵向运动波函数的类 Schrödinger 方程可以写成

iεn
∂ψ
∂s

= - 1
2 ε2

nη
∂2ψ
∂x2 + Uψ （15）

式中：s = c0 t，t 为粒子的运动时间；η =（Δω / ω0 ）/（ΔE / E0 ）；ω0 = c0 / R0 ；R0 为束流在同步加速器中的回旋半径；

（Δω / ω0 ）为回旋频率的相对变化量；ΔE / E0 为能量散度；E0 为同步粒子的能量。并且有

U = 1
c0T0E0
∫

∞

0
qΔVdx （16）

式中 ΔV 为粒子在环中转过一圈后的电压变化。因此，束流的纵向密度可以表示为

λ（x，s）= λ0 | ψ（x，s）| 2 （17）

且 λ0 = Nt / R0 ，Nt 为束团中总粒子数。波函数 ψ 的解满足条件

ψ（ - πR0 ，s）= ψ（πR0 ，s） （18）

∂xψ（ - πR0 ，s）= ∂xψ（πR0 ，s） （19）

022 强 激 光 与 粒 子 束 第 16 卷



且有

N2
t = ∫

πR0

-πR0

| ψ（x，s）| 2 dx （20）

束流的平均能量为

-E =
ε2

nη
2

2N2
t
∫
πR0

-πR0

| ∂ψ
∂x

| 2 dx + η
N2

t
∫
πR0

-πR0

| ψ | 2Udx （21）

束团的有效长度为

σe（ s）=（
1
N2

t
∫
πR0

-πR0

x2 | ψ | 2 dx）2 （22）

动量的期待值为

σp（ s）=
ε2

n

Nt
∫
πR0

-πR0

| ψ | 2 dx （23）

且有类似于量子力学的测不准原理

σeσp ≥ ε2
n / 2 （24）

  由此可见，采用类 Schrödinger 方程，也同样能得到束流物理中的测不准关系。另外，热波模型还成功地计

算出了对撞机的球形偏差，但对于束流的包络等经典参量并没有给出令人满意的结果，因此还需要进一步的发

展和完善。

2 基于 Dirac 方程的相对论电子束磁透镜量子理论

  R. Jagannathan 等人将 Dirac 方程应用到电子光学的束流传输中，然后将其应用到实际的束流传输器件

中，得到了在单粒子动力学基础上，基于 Dirac 方程的电子束在电磁透镜中的四分量自旋波函数方程［6 ～ 8］。一

般情况下，在处理电子显微镜束流光学时，电子的自旋被看成一个次要的量而不予考虑，采用半经典非相对论

Glaser 理论来处理。这主要是因为电子显微镜中的电磁场不是很强，因而对电子自旋产生的影响可以忽略。

但是在强场的作用下，就必须考虑电子的自旋。此外，对于低能的电子束，由于 De Broglie 波长变大，其波动性

开始显示出来，因此考虑自旋的 Dirac 方程为我们讨论束流传输提供了一种新的思路。

  对于带电量为 q，静止质量为 m，在静态电磁场（Ф（r），A（ r））中运动的带电粒子，其四分量自旋波函数的

Dirac 方程为

ih
2π
∂ψ（x，t）
∂t

=（mc2
0β - e Ф + c α· (!）ψ（x，t）= ĤDψ（x，t） （25）

式中，ĤD 为

β = I 0
0[ ]- I

， α = 0 σ
σ[ ]0

， (! = p̂ +（e / c）A （26）

式中：I 为单位矩阵
0 1[ ]1 0

；σ为量子力学中的 Pauli 矩阵，其三个分量分别为

σx = 0 1[ ]1 0
， σy = 0 - i[ ]i 0

， σz = 1 0
0 -[ ]1

（27）

考虑具有平均动量 p0 的准单能电子束平行入射，由于电磁透镜的作用，方程（25）的解为

ψ（x，t）= ∫
p0+Δp

p0-Δp
dpexp［ -（ i2π / h）E（p）t］φ（x，p） （28）

其中 φ（x，p）为电子束波函数 ψ（x，t）的 Fourier 分量，且 p = | p | ，Δp《p，E（p）=（m2c4 + c2p2 ）1 / 2 。为了得到电

子束波函数 ψ（x，t）随 z 轴的变化情况，引入一个传播因子 Ĝ（ z"，z'；p），对 ψ（x，t）进行 Fourier 变换，经过一系

列复杂的数学处理，得到了所需要的束流光学形式的方程，即

ih
2π
∂φ
∂z

= Ĥφ （29）

式中 Ĥ 为含自旋项的 Hamilton 函数，此方程与 Schrödinger 方程相类似。R. Jagannathan 将相对论电子束在电

磁场中的四分量自旋波函数的 Dirac 方程通过适当变形，得到了以束流纵向位置 z 为独立变量的束流动力学方

程。将这一结论应用到轴对称的螺线管磁透镜中，能够计算出束流的输出流强和透镜的焦距等物理参量。
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3 与经典束流物理的比较及结论

  量子束流物理学是经典束流物理学的进一步发展和深化。在经典束流物理中，横向发射度和纵向动量散

度是极为重要的物理量。在强流束的传输中，束流的发射度不能无限的被压缩下去。因为一旦相空间内束流

粒子密度增大，许多非线性因素就会突出，引起束流发射度和动量散度的增长。目前还没有一套成熟的理论来

解释这一非线性效应。一般的，在经典束流光学中，处理束流传输时有两种方法：其一，忽略粒子间的相互作

用，采用单粒子模型，得到束流动力学方程，进而得到粒子束的几何参量，如发射度和动量散度等；其二，利用统

计物理学的处理方法，根据 Boltzmann 方程和 Vlasov 方程，得到粒子束的电流强度、电流密度分布和动量分布

等物理参量。

  R. Fedele 等人则利用多粒子运动的 Vlasov 方程得到了类量子力学的 Schrödinger 方程，用来描述具有发射

度的相对论带电粒子束与周围介质之间的相互作用，用类 Schrödinger 方程得到的波函数来描述相对论粒子束

的状态，其中的发射度是由于束流粒子的热运动而产生的。因此，方程中的 Planck 常数 h / 2π 由归一化发射度

εn 所代替。热波模型还得到了类似量子力学测不准原理的数学表述，用于表征束流的尺寸和动量散度不能无

限制地压缩，而是受到束流发射度的制约。R. Fedele 等人提出的热波模型，不仅可以成功描述相对论束流传

输的一般结果，而且还能够描述加速器中亮度的估算以及束流与周围环境之间的非线性相互作用［3］。R. Ja-
gannathan 等人基于单粒子动力学，根据束流光学中的 Dirac-Pauli 方程发展了一整套量子力学公式，并将其应

用到实际的传输器件如磁四极透镜和斜四极透镜中，得到了束流的传输矩阵和束流动力学方程，其中包含了自

旋量的贡献。在束流动力学方程中，波函数能够最直接的反映出束流的演变情况。
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Preliminary investigation of quantum methodology in beam physics
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  Abstract： Beam physics is a subject which studies the features of the beam particles transmission in electromagnetic field. It in-
cludes beam focusing，shaping and interaction with other particles. With the upgrade of beam energy and luminosity，some quantum as-
pects of beam particles，such as quantum effect of beam halo and spin effect on beam transport etc. ，seem important. Recently some ac-
celerator physicists paid more attention on this field and named it as Quantum Beam Physics. In this paper，two different quantun methods
are introduced and compared with the classical physical method.
  Key words： Quantum beam physics； Classical beam physics； Quantum effect
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