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有限磁场作用下等离子体圆柱波导中的线性理论
Ξ

李　伟,　魏彦玉,　刘盛纲
(电子科技大学 高能电子学研究所, 四川 成都 610054)

　　摘　要:　考虑了有限磁场的作用,利用“匹配场法”推导出填充环形等离子体时圆柱波导的色散方

程,并较详细地讨论了等离子体的厚度、密度,以及所加磁场强度对色散特性的影响。尤其讨论了等离子

体厚度对增长率的影响并得出:对应最大的增长率有一最佳的等离子体厚度。
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　　近年的研究表明,在相对论返波管[ 1 ]、介质切伦可夫脉塞[ 2 ]等相对论器件的慢波作用区中充填适当

密度的背景等离子体,可以有效地提高器件的互作用效率、工作频率和输出功率[ 2, 3 ]。但等离子体的填充

尤其是磁化等离子体的填充将使 T E 模和 TM 模耦合在一起不能单独存在,而产生H E 和 EH 模,磁化

等离子体的填充与在真空下或虽有等离子体填充但无磁场相比,情况大不一样[ 4 ]。磁化等离子体填充情

况下有各种各样的传输波。这些因素极大地影响注波的相互作用[ 5 ] ,而且使得问题变得非常复杂。本文

在考虑等离子体厚度效应的情况下[ 6 ] ,推导出了有限磁场下填充圆环状等离子体的圆柱波导的色散方

程;通过数值计算得出了对实际有用的分析结果。

1　磁化等离子体填充波导中的色散方程
1. 1　有电子注时的色散方程

　　图1是填充环形等离子体和加载环形电子注的圆柱波导截面示意图,其中 R egionÉ 是指环形等离
子体与波导壁之间 (即 R p2< r< R c)的区域; R egionÊ 是指环形等离子体里面 (即 R p1< r< R p2)的区域;

R egionË是指环形等离子体包围的内部 (即0< r< R p1)的区域。图2是无环形电子注,只有环形等离子体

的波导截面示意图。

F ig. 1　D iagram of w aveguide filled w ith annular p lasm a

图1　填充环形等离子体波导截面示意图

F ig. 2　D iagram of w aveguide w ith no annular electron beam

图2　无环形电子注时波导的截面示意图

　　磁化等离子体的电介质张量为[ 5 ]

Ε= Ε0

Ε1 - Ε2 0

Ε2 Ε1 0

0 0 Ε3
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式中: Ε1 = 1 -
Ν2 (1 - i∆)

(1 - i∆) 2 - Σ2; Ε2 =
iΣΝ2

(1 - i∆) 2 - Σ2; Ε3 = 1 -
Ν2

1 - i∆; Σ=
Ξc

Ξ; ∆=
Χeff

Ξ ; Ν=
Ξp

Ξ; Ξp , Ξc, Χeff

分别为等离子体频率、电子回旋频率和电子有效碰撞频率; i为单位虚数。假定等离子体波导中波的传播

因子为 exp {iΞt- Χz + im Η},将电磁波在等离子体介质中的传播的麦克斯韦方程在圆柱坐标系中分解,

并且用纵向场分量 E z 和H z 表示横向场分量, J z 是 z 方向的电流密度, Θ表示电荷密度,可得下面注2波
互作用方程

¨ 2
⊥ E z + aE z = bH z + iΞΛ0J z -

ikz

Ε0Ε1
Θ (1)

¨ 2
⊥ H z + cH z = d E z - (¨ × J ) z -

ΞΕ2

Ε1
Θ (2)

式中: a = (Χ2 + k2Ε1) Ε3öΕ1; b = iΞΛ0ΧΕ2öΕ1; c = Χ2 + k2 (Ε2
1 + Ε2

2) öΕ1; d = - iΞΕ0ΧΕ2Ε3öΕ1; k2 = Ξ2Ε0Λ0 = Ξ2öc2;

¨ 2
⊥= ¨ 2 -

52

5z 2。

在此种波导中电磁波不能独立的分为 T E 波和 TM 波,而是互相耦合的混杂电磁波模式。

　　当 J z = 0,而 Θ= 0,即无电子注时,此时 Σ= 0; Ε2= 0; Ε1= Ε3= 1- Ξ2
p öΞ2; a, b, c, d 变为 a0, b0, c0, d 0。我

们得到

¨ 2
⊥ E z0 + a0E z0 = b0H z0 (3)

¨ 2
⊥ H z0 + c0H z0 = d 0E z0 (4)

(1)式和 (3)式分别乘 E
3
z0 (即 E z0的共轭)并进行积分相减简化后得

Ε3 (k2
z - k2

z0) P E - ΞΛ0 (kz - kz0) Ε2P HE = iΞΛ0κJ zE
3
z0ds -

ikz

Ε0 κΘE 3
z0ds (5)

其中有参数

P E = κE zE
3
z0ds µ κE z0E 3

z0ds (6)

P HE = κH zE
3
z0ds µ κH z0E 3

z0ds (7)

　　又利用电流连续性方程: ¨õJ + 5Θö5t= 0,可求得

J z = i
ΞΕ0Ξ2

b

(Ξ - kzv0) 2E z (8)

式中: Ξ2
b= Θ0eöm 0Χ2

0Ε0, Θ0是电子注平衡状态时的电荷密度; Χ0= (1- Β2
0) - 1ö2; Β0= v0 Ε0Λ0; v 0是平衡状态

时的电子注速度。

　　利用 (5)式和 (8)式可得有电子注时的色散方程为

Ε3 (k2
z - k2

z0) P E + iΞΛ0Ε2 (kz - kz0) P HE =
Ξ2

b (Ε1k2 - k2
z )

(Ξ - kzv z ) 2 P E (9)

当电子注在不同位置时有不同的参数 P E 和 P HE (即 (6)和 (7)式)以及 Ε1, Ε2, Ε3。

1. 2　无电子注时的色散方程

　　为了求解有电子注时的色散方程 (9) ,得先求解出无电子注时的参量 kz0, P E 和 P HE ,因此考虑在无

电子注情况下的“冷”色散方程,图2是无电子注时的圆柱光滑波导截面示意图,那么各区域的场表达式

可如下写出:

　　在环形等离子体与波导壁的区域É : (R p2≤r≤R c)

E É
Z = A 1Jm (kc r) + A 2N m (kc r) (10)

H É
Z = A 9Jm (kc r) + A 10N m (kc r) (11)

式中: k
2
c = k

2- k
2
z0。

　　在环形等离子体内部即区域Ê : (R p1≤r≤R p2)

E Ê
Z = A 3Jm (p 1 r) + A 4N m (p 1 r) + A 5Jm (p 2 r) + A 6N m (p 2 r) (12)
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H Ê
Z = A 3h1Jm (p 1 r) + A 4h1N m (p 1 r) + A 5h2Jm (p 2 r) + A 6h2N m (p 2 r) (13)

式中: h1, 2 =
(Χ2 + k2Ε1) Ε3öΕ1 - p 2

1, 2

iΞΛ0ΧΕ2öΕ1
; p 2

1, 2 =
1

2Ε1
[Χ2 (Ε1 + Ε3) + k2 (Ε1Ε3 + Ε2

1 + Ε2
2) ]± 1

2Ε1
{[Χ2 (Ε3 - Ε1) +

k2 (Ε1Ε3 - Ε2
1 - Ε2

2) ]2 + 4k2Χ2Ε2
2Ε3}1ö2。

　　在环形等离子体包围区域Ë内: (0≤r≤R p1)

E Ë
Z = A 7Jm (kc r) (14)

H Ë
Z = A 8Jm (kc r) (15)

为简便起见,我们省去了 E r, H r, E Η, H Η分量,它们可以由 E z 和H z 导出。

　　根据边界条件, 在 r= R c 界面: E
É
z = 0, E

É
Η = 0; 在 r= R p2处: E

É
z = E

Ê
z , E

É
Η = E

Ê
Η , H

É
z = H

Ê
z , H

É
Η =

H
Ê
Η ;在 r= R p1处: E

Ê
z = E

Ë
z , E

Ê
Η = E

Ë
Η , H

Ê
z = H

Ë
z , H

Ê
Η = H

Ë
Η。

　　把各场分量 (10)～ (15)式代入上面的边界条件,进行数学简化后可用矩阵形式表示为一系数矩阵

和A 1,A 2,⋯,A 10矩阵乘形式。即如下面的表示:

[D ]õ

A 1

A 2

�
�
A 10

= 0,　　[D ] =

a1, 1　a1, 2　⋯ ⋯ ⋯　a1, 10

a2, 1　a2, 2　⋯ ⋯ ⋯　a2, 10

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

a10, 1　a10, 2　⋯ ⋯ ⋯ a10, 10

[D ]为一系数矩阵,要使方程组有非零解,须系数行列式为零,而系数中每项包含有频率 Ξ和波数 kz0,由

此可得无电子注时的色散方程为

ûD û = 0 (16)

利用上式 (16)可求得 kz0, H z0, E z0, P E , P HE。从而利用 (9)式可得有电子注时的色散方程,以及增长率。

2　数值计算
　　首先讨论等离子体密度对注波互作用的影响, 为方便起见, 用下面的参数进行了计算, R p1öR c =

0142, R p2öR c= 0. 472,等离子体密度分别为 np = 2×1013öcm 3; np = 4×1013öcm 3; np = 6×1013öcm 3; np = 8×

1013öcm 3; np = 1×1014öcm 3,磁场为B 0= 2T。图3是无电子注时利用 (16)式的色散方程画出的不同等离子

体密度的色散曲线,由于归一化坐标,图中是 kz0R c 和 ΞR cöc的关系,由图可见,随着等离子体密度的提

高,其频率也随之提高。

F ig. 3　D ispersion relation w ithout electron beam

图3　无电子注时不同等离子体密度的色散关系

F ig. 4　D ispersion curve in different fields

图4　不同磁场情况下的色散曲线

　　其次,讨论了不同引导磁场强度对相互作用的影响,图4是不同磁场强度下的色散关系。从中清楚地

看到磁场强度增大,其频率也随着提高。

　　接着讨论了等离子体的厚度对波增长率的影响,图5是环形等离子体不同厚度时的色散关系,从中

可以看出在相同条件下,随着等离子体厚度增大,等离子体的频率逐渐增大到某一最大值然后减小。图6
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F ig. 5　D ispersion relation w ith different

th ickness of annular p lasm a

图5　环形等离子体厚度不同时的色散关系

F ig. 6　Grow th rate w ith different

th ickness of annular p lasm a

图6　环形等离子体厚度不同时的增长率

显示环形等离子体厚度对增长率的影响,可以看出,增长率与等离子体厚度有密切关系,图中是当等离

子体密度 np = 4×1013,B 0= 2. 0T ,且环形电子注处于等离子体包围区域内,即环形电子注的内外半径小

于环形等离子体的内半径,环形等离子体的内半径 R p1= 7. 5mm ,外半径 R p2逐渐增大,导致等离子体厚

度从1mm 逐渐增大到10mm 时的增长率变化曲线。从中可以看到在本实验的条件下,对应等离子体厚

度为5mm 时得到最大增长率。(图中为了区分出最大的增长率,因比例关系未画出等离子体厚度为: 6,

7, 4, 3, 8, 2, 10mm 对应的增长率,但它们对应的增长率依次减小)。因此,当等离子体厚度较小时,随厚

度增大,增长率升高到一最大值,当等离子体厚度继续增大时,增长率却随厚度增大而减小。这一结论与

文献[6 ]中的结论相一致。

3　结　论
　　通过本文分析讨论得出,等离子体的频率与等离子体密度、厚度、引导磁场的大小等有密切的关系。

等离子体密度愈大,磁场愈强对应频率也愈高。对应最大增长率有一最佳等离子体厚度 (本例中为:环形

等离子体内半径与波导半径之比为: R p1öR c= 0. 42,环形等离子体外半径与波导半径之比为: R p2öR c= 0.

7)。本文的分析对开展的实验有一定的指导作用。
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L inear theory of pla sma cyl indr ica l waveguide in a f in ite magnetic f ield
L IW ei,　W E I Yan2yu,　L IU Sheng2gang

( Institu te of H ig h E nerg y E lectronics, U niversity of E lectronic S cience and T echnolog y , Cheng d u 610054, China)

　　Abstract: 　T he dispersion equation on a cylindrical w aveguide having an annular p lasm a sheet is derived under the

condition of lim ited m agnetic field. T he differen t p lasm a density, th ickness, and field in tensity influence to the p lasm a fre2
quency, especially the influences of p lasm a th ickness on dep ressive characteristics and in teraction grow th rate are discussed,

and the conclusion is obtained that there is a perfect th ickness to get the biggest in teraction rate.

　　Key words:　annular p lasm a; dispersion equation; fin ite m agnetic field; grow th rate of the w ave
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