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有限积分理论 (F IT)及其在腔体计算中的应用
Ξ

李智慧,　唐靖宇,　张　伦
(中国科学院 近代物理研究所, 甘肃 兰州 730000)

　　摘　要:　通过介绍麦克斯韦方程的离散过程,简单介绍了有限积分理论 (F in ite In tegrat ion T heo2
ry)。该理论直接以电场强度和磁感应强度为未知量,采用两套互相正交的网格,将场矢量离散为不同网

格点上的一系列分量,将矢量积分方程转化为一组线性方程组。通过对 SFC 高频腔体模拟的实例,可以

看出,此方法在腔体本征频率、Q 值及腔体并联阻抗等腔体参数计算中具有叫高的精度, 说明了基于

F IT 的M A F IA 程序在腔体模拟中的可靠性。
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　　自 1865年麦克斯韦奠定了经典电磁理论以来,电磁场理论及其应用取得了长足的发展。但是,由于

实际电磁问题的复杂性,相当长时期以来,从解析方法着手进行的分析进展不大,难以获得满意的解析

结果。六十年代开始,计算机和计算技术的飞速发展,为电磁场数值分析的广泛应用奠定了基础,相继发

展了有限差分法、有限元法、矩量法和模拟电荷法等算法[ 1 ]。但对真正简单而有效的三维模拟算法却并

不多。八十年代初由 THOM A S W E ILAND 等人提出的 F IT [ 2 ]理论在电磁场的三维模拟方面有着其独

到之处,为电磁场数值分析提供了一有力的工具。下面就 F IT 理论及其在腔体模拟中的应用作一介绍。

1　F IT简介
　　对于数值分析,我们知道应包括场域离散化和描写物理问题的数学方程的离散化两个方面。场域离

散化应包括网格的划分、编号及不同介质交界面的处理;方程离散化就是如何将连续的微分或积分方程

化为用网格点上的场值表示的离散方程。F IT 在这两发面都有其独到之处,下面分别作简要说明。

1. 1　场域离散化

　　由于 F IT 在网格划分及编号与其它算法并无多大差别,所以在此仅对不同介质交界面的处理作一

简单说明。F IT 最显著的特点就是引入了亚网格[ 3 ]概念。我们以图 1为例来说明其优越性。图示为用矩

形网格来模拟弧形边界。图 1 (a)所示为通常的阶梯近似,我们可以看到其精度很差。图 1 (b)所示为定

步长矩形网格结合三角网格的模拟,其精度明显好于图 1 (a)。图 1 (c)为变步长矩形网格结合三角亚元

F ig. 1　T h ree po ssib le app roxim ation to circu lar shape in a m esh (a) usual“stair- step”app roxim ation,

(b) ex tended triangular sub cell app roxim ation, (c) ex tended triangular sub cell com bined w ith irregu lar m esh step s

图 1　圆边界的三种可能近似。 (a)台阶近似, (b)引入三角亚元的近似, (c)三角亚元结合变步长网格的近似
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的模拟,由图可见它用更少的网格数就可获得比前两种方法更高的精度。F IT 就是采用第三种方法以尽

可能减小几何形状模拟上的误差。

1. 2　方程离散化

　　麦克斯韦方程组有微分和积分两种形式, F IT 是从以下的积分方程出发的
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　　先看方程 (1) ,它包含沿一闭合曲线的线积分及以此曲线为边界的面积分;对于线积分,我们采用数

值积分中常用的方法 (见图 2)

∫
x 0+ ∃

x 0

f (x ) dx = ∃ f (x 0 +
∃
2

) + 0 (∃ ) 2 (5)

　　为了将 (5)式应用于方程 (1)的左边,我们必须定义出积分区域,最明显的选择是取网格单元作为积

分的最小单元,这样积分元 d l的方向将平行于网格线。为了使问题进一步简化,我们发现如果以平行与

网格线的电场强度分量来表示,则方程中的矢量点积将完全化为两代数量的乘积,而并不影响方程的适

用性,因为与积分线垂直的分量对积分无贡献,如图 3所示。这样方程 (1)的左边可表示为

∮
(cell)

E õ ds = E 1 õ ∃ + E 2 õ ∃ - E 3 õ ∃ - E 4 õ ∃ + 0 (∃ ) 2 (6)

注意这种由麦克斯韦积分方程本身决定的场量分布形式表明在网格的不同地方得到不同的场分量。在

此为了讨论的方便,我们一律采用固定步长。

F ig. 2　N um erical app roxim ation fo r line in tegral

图 2　一维线积分数值近似

F ig. 3　Single m esh cell w ith fields component allocation

图 3　单一网格单元及场量分布

　　现在来看方程 (1)右端的面积分,我们还是应用最常用数值积分公式

∫
x 0+ ∃

x 0

∫
　y 0+ ∃

y 0

f (x , y ) dx dy = ∃ 2f (x 0 +
∃
2

; y 0 +
∃
2
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由于方程 (1)右端也包含有矢量点积,同处理左端一样,我们也用与面元平行的B 的分量来表示它 (见

图 4) ,将 (7)式应用于右端,得

κ
cell

5B
5t

õ dA = ∃ 2 õBα
0 + 0 (∃) 4 (8)

由 (6)和 (8)式得

∃ (E 1 + E 2 - E 3 - E 4) = - ∃ 2Bα
0 + 0 (∃ ) 2 (9)
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这样,我们就在一个网格上完成了对方程 (1)的离散。将上述过程作用于所有的网格,就会得到一组离散

的、位于网格一定位置的 E 和B 的不同分量,也就是说连续的场 E 和B 被一很大维数的包含场分量的

列矢量所代替。

F ig. 4　Examp les fo r dual“electric”and

“m agnetic”grids G and G�

图 4　电网格和磁网格示例

　　图 3所示为一个二维网格的网格单元,磁感应强度位

于网格中心。如图 4所示连接磁场强度矢量,其连线构成一

组网格,称其为G� 网格。容易看出,在新网格中,磁场强度

矢量B 的地位和电场强度矢量在原网格中的地位完全一

样。我们称原网格为电网格,用G 表示, G
�为磁网格。

　　由于我们只是保证在一个网格单元内材料特性一致,

那么在网格的交界面上场矢量的边界条件就必须予以考

虑。这里我们就可以看出以上划分网格及离散场矢量的优

点。如图 5所示,在网格的交界面上,电场强度矢量的切向

分量和磁场强度的法向分量自动连续,这样边界条件将不

需要专门考虑。

　　这样我们就完全处理了方程 (1) ,方程 (2)与方程 (1)非常类似,只不过 E 和B 互换了。既然B 分量

在磁网格中的地位与 E 分量在电网格中的地位完全相同,显然可采用与处理方程 (1)类似的方法在磁

网格中对方程 (2)进行离散化。唯一不同的是这里是磁场强度矢量H 和电位移矢量D ,如图 6所示,因

而有
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这样方程 (1)和 (2)就被离散为方程 (9)和 (10)。对于方程 (3)和 (4) ,我们发现在上述网格和场量处理方

式下,它们是自动满足的[ 3 ] ,这也可被用来检验计算结果的正确性。

F ig. 5　2D - m esh demonstrating that on ly

continuous components of E and B occur

图 5　二维网格表示只有 E 和B 的连续分量存在于网格边界

F ig. 6　Cell G� fo r demonstration of the

so lu tion of M axw ell’s second equation

图 6　在网格G�求解M axw ell 第二方程

　　现在对单个网格的解已经获得,我们可用任何方式来对网格进行编号,将所有的场分量装配成一多

维矢量,得到

b = (B x 1,B x 2,⋯,B xN ,B y 1,⋯,B zN ) t (11)

e = (E x 1, E x 2,⋯, E xN , E y 1,⋯, E zN ) t (12)

j = (J dx 1 + Θv x 1,⋯) t (13)

麦克斯韦方程现在可表示为矩阵形式

R e = - bα (14)

R
�b = D Εeα+ D Χe + j (15)
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式中: R 和R� 是四带宽的稀疏矩阵; D Ε是对角矩阵,其对角元是式 (10)中形式的介电常数; D Χ是式 (10)

中形式的平均电导率。

2　F IT在腔体计算中的应用
　　以 F IT 为理论基础,德国CST 公司开发了专门用于电磁场模拟的软件包M A F IA。下面简要介绍

一下用M A F IA 对兰州重离子加速器注入器 SFC 高频腔体的计算。

　　SFC 高频腔体的形状如图 7 (a)所示,它是 Κö4腔体,采用短路片调频,工作频率范围为 6～ 18M H z,

短路片与D ee盒的连接处形状较为复杂。以前只能通过传输线方式来近似计算,但计算结果不够理想。

从M A F IA 计算的结果来看,与实际测量值符合很好。在计算中,我们采用M A F IA 的自动划分网格的

功能,取 20万个网格点。网格划分如图 7 (b)所示。

F ig. 7　D iagram of the resonate cavity of SFC (a) and the m esh discrete of D ee (b)

图 7　SFC 谐振腔简图 (a)及D ee盒区域网格划分 (b)

2. 1　频率范围的计算

　　M A F IA 在腔体计算中计算得最准确的就是频率范围。由图 8可见,最大误差不超过 0. 2M H z,相对

误差最大不超过 2%。而我们知道频率范围是腔体计算的最关键参数之一。所以M A F IA 在腔体设计中

是一个可以信赖的工具。

F ig. 8　Curve of length of the sho rt panal vs compute erro rs of frequency

图 8　短路片位置与频率计算误差曲线

F ig. 9　Curve of pow er vs frequency

图 9　频率功率曲线

2. 2　损耗功率的计算

　　功率损耗是腔体的又一重要参数,但是由于影响其大小的因素多且复杂,对它的计算一般只是数量

级的估算。M A F IA 在计算功耗时,采用场量积分的方法,虽然它对场分布的计算相对很准确,但是由于

腔壁表面电阻受很多因素的影响,很难做一个合理的简化考虑,所以M A F IA 的计算是以理想的铜表面

来计算,计算结果偏小。但是结合实际应用的经验[ 4 ] ,经简单的修正,仍可很好的和实际相符。图 9即为

修正后的结果,对应的加速电压为 70kV。

2. 3　Q 值计算

　　Q 值是反应腔体性能的一个重要参数,我们知道, Q 值在数值上为腔体储能和单位时间耗能的比

值。由于在计算耗能上有困难,对此问题的处理,M A F IA 采取和功率计算相同的方法,采用同样的修正
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方法,结果还是比较令人满意的。图 10是 SFC 腔体Q 值计算值和测量值的比较。可以看出,计算结果

与测量值符合得很好。但是,从趋势看,在频率低端,计算值小于测量值,而在频率高端,计算值大于测量

值。这种不一致性是由于我们在考虑腔体损耗时,在计算中对腔体表面的简化处理,所以结果统统取为

计算值的一半。而我们知道,理想导体和实际导体的区别就在于实际导体的电导率是有限的,有高频功

率加载时有功率损耗,而这个损耗与频率有关,频率越高,损耗越大,所以我们在整个频段内,都去计算

值的一半,显然是不严格的,而这也正是Q 值趋势不对的原因所在。

F ig. 10　Curve of Q facto r (computed and m easured) vs frequency

图 10　不同频率下Q 值计算值和测量值曲线

F ig. 11　V o ltage distribu tion along the accelerating gap

图 11　加速间隙电压分布曲线

2. 4　加速间隙电压分布的计算

　　由于历史的原因, SFC 高频腔加速间隙两端对短路片并不是对称的 (见图 7) ,由传输线理论的简单

分析就可看出,其两端电压有一定的差别,这个差别对束流会产生偏心作用。所以加速间隙的电压分布

对束流行为影响很大。我们利用M A F IA 对 SFC 高频腔加速间隙的电场分布的计算结果见图 11,两端

的最大偏差约为 10% ,与根据束流行为由束流动力学分析得出的结果基本一致。

3　结　论
　　通过以上的分析,我们不难发现基于 F IT 的M A F IA 程序在腔体计算中的表现非常好,对频率范

围,功率损耗,Q 值及场量分布的计算都相当准确,完全可以达到工程设计所需要的精度。因此其计算结

果完全可以取代模型实验。
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F in ite in tegra l theory and its appl ica tion on cav ity s im ula tion
L I Zh i2hu i,　TAN G J ing2yu,　ZHAN G L un

(Institu te of M od ern P hy sics, the Ch inese A cad em y S ciences, P. O. B ox 31218, L anz hou 730000, Ch ina)

　　Abstract: 　T h rough the descret izat ion of the M axw ell’s equations, the general fin ite in tegrat ion theo ry has been

in troduced. T h is theo ry m akes direct u se of the electric and m agnetic field as unknow ns, thus yielding un iquely defined

vecto rs in com binat ion w ith a su itab le grid defin it ion. F in ially th rough its reliab ility on the SFC ( In jecto r A ccelerato r of

H IR FL ) resonate cavity, its reliab ility on cavity sim u lat ion has been discussed also.

　　Key words:　F IT; sim u lat ion; SFC; h igh frequency resonate cavity
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