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基于数字化制造的螺旋锥齿轮齿面误差修正

李敬财 王太勇 范胜波 何改云 邢 元

【摘要】 对数字化制造中锥齿轮齿面误差修正理论进行研究。基于实际齿面坐标测量，建立误差曲面公式并

给出求解方法；通过以需要调整的参数为设计变量生成的齿面去拟合误差曲面，建立齿面误差修正理论公式，最终

求得调整参数修正值；以误差曲面公式和齿面误差修正公式为基础，建立了各阶齿面误差与机床调整参数的关系

式；并通过采用单面法和双面法加工齿轮齿面误差的实际算例验证了修正效果。
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引言

目前国际上生产锥齿轮加工设备的著名公司如

犌犾犲狊狅狀公司（美国）、犗犲狉犾犻犽狅狀公司（瑞士）都是通过

采用数字化制造技术来缩短加工周期和提高加工质

量［１～２］。齿面误差修正是数字化制造中解决齿面

接触区修正的关键技术，可实现对接触区的精确调

整。国内对锥齿轮加工齿面接触区的调整都是利用

滚动检查机由人工完成，需要反复进行调整、计算和

试切，操作人员劳动强度大，对操作人员经验要求非

常高，使得齿轮加工周期长，成本高。本文按照数字

化制造思路，对数字化制造中齿面误差修正理论进

行研究，建立齿面误差修正公式，并在此基础上建立

各阶齿面误差与机床调整参数变化量的关系式。

１ 齿轮齿面误差修正模型

通常，当一个齿轮完成切削或磨削后，由于加工



中的热变形、切削力引起的变形、热处理变形以及调



整参数误差等因素，使得实际齿面偏离理论齿面，因

此需要对齿面误差进行修正，以保证加工后的齿面

相对理论齿面偏差最小。修正过程实际上是将制造

过程中产生齿面误差的所有因素（包括实际调整参

数误差）最终近似看作是由调整参数的误差（如机床

调整参数和刀具参数）引起的。其修正过程是：测量

齿面坐标，确定实际齿面相对理论齿面偏离值，得到

一个误差曲面，以需要调整的参数（如机床调整参数

和刀具参数）为设计变量生成的齿面去拟合误差曲

面，求出调整参数变化值，在此基础上便可实现对齿

面误差的修正。

齿面数学模型是齿面误差修正理论研究的基

础，该数学模型是以锥齿轮的加工方法和齿轮啮合

理论为基础建立的［３～４］。螺旋锥齿轮可以采用不

同加工方法，如刀倾法、变性法、螺旋成形法

等［５～６］，其加工过程都可以看作是刀具运动形成的

产形轮与被加工齿轮的啮合过程。不同加工方法其

齿面数学模型具有不同的表达式，对于采用上述方

法滚切加工得到的螺旋锥齿轮，其啮合齿面数学模

型（矢量和单位法向量公式）可统一表示为

狉犵（狌，θ，，狇犼）＝犕犵狋（，狇犼）狉狋（狌，θ）

犳犵（狌，θ，，狇犼）＝
狉犵

狌
×
狉犵



烄

烆

烌

烎θ
·
狉犵



烅

烄

烆 

（犼＝１，…，犱） （１）

狀犵（狌，θ，，狇犼）＝犔犵狋（，狇犼）狀狋（狌，θ） （２）

式中 ———齿轮转角

犕犵狋、犔犵狋———坐标变换矩阵，不同加工方法

具有不同的坐标变换矩阵

（狌，θ）———刀具坐标参数（如图１）

狇犼———需要调整的参数，进行齿面误差修正

计算时该参数是变量

犱———需要调整参数的数目

式（１）、（２）可简化表示为

狉犵＝狉犵（狌，θ，狇犼）＝

［狓（狌，θ，狇犼），狔（狌，θ，狇犼），狕（狌，θ，狇犼）］
犜 （３）

狀犵＝狀犵（狌，θ，狇犼）＝

［狀犵狓（狌，θ，狇犼），狀犵狔（狌，θ，狇犼），狀犵狕（狌，θ，狇犼）］
犜

（４）

由式（３）、（４）可知，齿面的数学模型与机床调整参数

有关，有关齿面数学模型建立的具体过程及其参变

量具体含义请参阅文献［７］，在此不再赘述。

２ 齿面坐标测量

齿轮在三坐标测量机上的安装坐标系如图２所

示，其中犛犿为三坐标测量机坐标系，犛犵为齿轮坐

图１ 内刀、外刀锥面示意图

犉犻犵．１ 犆狅狀犲狊狅犳犻狀狊犻犱犲犫犾犪犱犲犪狀犱狅狌狋狊犻犱犲犫犾犪犱犲

（犪）内刀锥面 （犫）外刀锥面

标系，δ为犛犵在犛犿 中的方向角，其值确定方法可参

阅文献［６］，犕′点为理论齿面犕 点沿法方向狀犵在

实际齿面上的对应点。通过齿面坐标测量可测得

犕′处点矢犚犿 的坐标（如图２）。

图２ 齿面测量坐标系示意图

犉犻犵．２ 犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狅犳狋狅狅狋犺狊狌狉犳犪犮犲犿犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋

在三坐标机上进行齿面坐标测量，是对齿面上

离散点进行测量，为了使测量数据更能全面地反映

实际齿面偏离特征，这些离散点应均布在齿面上。

通过对理论齿面进行网格划分，将网格节点作为齿

面上离散点，一般选用５×９网格节点
［８～９］。

３ 误差曲面表征

误差曲面是通过在理论齿面法方向实际加工齿

面偏离理论齿面值来表征的，误差曲面方程推导过

程如下。

３１ 建立相关基本方程

（１）理论齿面在测量机坐标系犛犿 下矢量和法

向量方程可以表示为

狉犿＝［狓犿，狔犿，狕犿，１］
犜＝犕犿犵狉犵 （５）

狀犿＝［狀犿狓（狌，θ，狇犼），狀犿狔（狌，θ，狇犼），狀犿狕（狌，θ，狇犼）］
犜＝

犔犿犵狀犵（狌，θ，狇犼） （６）

其中 犕犿犵＝

犮狅狊δ 狊犻狀δ ０ ０

－狊犻狀δ 犮狅狊δ ０ ０

０ ０ １ 犾

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

（７）
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犔犿犵＝

犮狅狊δ 狊犻狀δ ０

－狊犻狀δ 犮狅狊δ ０

０ ０

熿

燀

燄

燅犾

（８）

（２）实际齿面在测量机坐标系犛犿 下矢量方程

可表示为

犚犿＝狉犿＋Δ狀狀犿＝［犡犿，犢犿，犣犿，１］
犜 （９）

式中 Δ狀———理论齿面选定点处法方向上的齿面

实际偏离值

犡犿、犢犿、犣犿———测量坐标系中的测量点坐

标

（３）测量点犕 处Δ狀值的求解

由式（５）、（９）可得

Δ狀＝
犡犿－狓犿
狀犿狓

＝
犢犿－狔犿
狀犿狔

＝
犣犿－狕犿
狀犿狕

（１０）

Δ狀犻可由式（１０）中的任何一个等式求出。

３２ 建立及求解误差曲面方程

通过对实际齿面Σ狉进行测量，并将齿面测量

坐标值与理论齿面Σ犵坐标进行对照，从而得到一

个误差曲面，由式（９）知该误差曲面用矢量可表示为

Δ狀＝（犚犿－狉犿）·狀犿 （１１）

该误差曲面也可用多项式来表达，目前实际齿

面接触区修正最高是进行四阶修正［１０］，因此本文对

误差曲面采用４次多项式来表达，公式为

Δ狀（狌，θ）＝犪０＋犪１狌＋犪２θ＋…＋犪１０狌
４＋

犪１１狌
３θ＋犪１２狌

２θ２＋犪１３狌θ
３＋犪１４θ

４ （１２）

或 Δ狀（狌，θ）＝∑
４

犽＝０
∑
犽

犻＝０

犪犽（犽＋１）／２＋犻狌
犽－犻θ犻 （１３）

其系数犪犼（犼＝１，…，１４）为误差敏度系数，用来表征

各阶齿面误差对齿面误差的影响程度，联立式（１０）、

（１２），误差敏度系数求解式为

１ 狌１ θ１ … 狌１θ
３
１ θ

４
１

１ 狌２ θ２ … 狌２θ
３
２ θ

４
２

     

１ 狌狆 θ狆 … 狌狆θ
３
狆 θ

４

烅

烄

烆

烍

烌

烎狆

犪０

犪１



犪

烅

烄

烆

烍

烌

烎１４

＝

Δ狀１

Δ狀２



Δ狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎狆

（１４）

简写为

犖犻犼｛犪犼｝＝｛Δ狀犻｝ （犻＝１，…，狆；犼＝０，…，１４）

（１５）

式中，狆是齿面点数量，为使该方程更加精确，可以

增加测量点数目，一般来说测量点数狆值远大于

１４，因此该方程组是超定线性方程组，可采用多元

线性回归最小二乘法求解，求解过程可利用犐犕犛犔统

计库中犇犚犌犐犞犖子程序来进行
［１１］。

４ 齿面误差修正公式

利用式（５）并由微分几何相关理论可知，因调整

参数变化而在齿面法方向产生的偏差齿面可表示

为［１２］

Δ犾＝
狉犿
狇１
·狀（ ）犿 δ狇１＋ 狉犿

狇２
·狀（ ）犿 δ狇２＋…＋

狉犿
狇犱
·狀（ ）犿 δ狇犱＝∑

犱

犼＝１

狉犿
狇犼
·狀（ ）犿 δ狇犼 （１６）

式中 Δ犾———齿面偏差值

δ狇犼———调整参数变化量

若用调整参数偏差产生的齿面去拟合齿面误

差，若采用最小乘拟合，使机床调整参数变化产生的

偏差齿面Δ犾与测量得到的误差曲面Δ狀拟合，则

犉





＝犿犻狀 ∑
狆

犻＝１

（Δ犾犻－Δ狀犻





）
２

（１７）

联立式（１０）、（１６）、（１７）得

狉
（１）
犿

狇１
·狀

（１）
犿 …

狉
（１）
犿

狇犱
·狀

（１）
犿

狉
（２）
犿

狇１
·狀

（２）
犿 …

狉
（２）
犿

狇犱
·狀

（２）
犿

  

狉
（狆）
犿

狇１
·狀

（狆）
犿 …

狉
（狆）
犿

狇犱
·狀

（狆）

烅

烄

烆

烍

烌

烎犿

δ狇１

δ狇２



δ狇

烅

烄

烆

烍

烌

烎犱

＝

Δ狀１
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Δ狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎狆

（１８）

简写为 犕犻犼｛δ狇犼｝＝｛Δ狀犻｝ （１９）

犕犻犼（犻＝１，…，狆；犼＝１，…，犱）称为调整参数敏感矩

阵，表征了单位机床调整参数变化量的齿面偏差变

化值，该方程组为线性方程组，由于犱狆，方程组

是超定的，可作为线性的最小二乘问题求解。

５ 数字化制造过程中齿面误差修正分析

数字化制造中，首先是通过机床调整卡（如格里

森调整卡）计算出调整参数的初值，在此基础上利用

犜犆犃和犔犜犆犃技术以及仿真犞／犎调整技术等得到

优化的机床调整参数，进而利用齿面误差修正模块

对齿面进行误差修正，齿面误差修正流程如图３所

示。

公式（１３）确定的误差曲面实际上是将误差分解

为零、一、二、三、四阶误差［９］，各阶误差代表的几何

意义及各阶误差对应项如表１所示。

表１ 各阶齿面误差几何意义

犜犪犫．１ 犌犲狅犿犲狋狉狔犿犲犪狀犻狀犵狅犳犲犪犮犺狅狉犱犲狉

阶数 误差的几何意义 式（１３）中对应项

零阶 齿厚误差 犽＝０

一阶 压力角误差和螺旋角误差 犽＝１

二阶 齿高方向和齿长方向曲率误差 犽＝２

三阶 齿高方向和齿长方向曲率变化率误差 犽＝３

四阶 关系复杂 犽＝４
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图３ 齿面误差修正流程图

犉犻犵．３ 犉犾狅狑犮犺犪狉狋狅犳狋狅狅狋犺狊狌狉犳犪犮犲犮狅狉狉犲犮狋犻狅狀

联立式（１５）、（１９）显然有

犖犻犽｛犪犽｝≈犕犻犼｛δ狇犼｝ （２０）

式（２０）表征了在各个测量点处各阶误差敏度系数与

机床调整参数偏差值存在的定量关系：即通过修正

机床调整参数值便可实现对齿面的误差修正。需要

说明的是这个修正过程也只能是一种近似的修正。

６ 实例

采用半滚切法加工一对准双曲面齿轮（大轮采

用成形法加工，小轮采用滚切法加工）作为齿面误差

修正实例。图４为小轮和大轮齿面仿真修正计算结

果。显然在采用半滚切法加工准双曲面齿轮时，该

套修正方法对小轮齿面误差修正效果明显，对大轮

修正的效果不是很明显。这是因为小轮采用单面法

加工，可采用两组不同的调整参数分别加工凸面和

凹面；而加工大轮时由于采用双面法加工，只能用一

组调整参数同时加工出凸面和凹面。

７ 结束语

齿面误差修正技术是螺旋锥齿轮数字化制造关

键技术。本文从螺旋锥齿轮数字化制造角度对螺旋

图４ 齿面偏差修正结果曲线

犉犻犵．４ 犚犲狊狌犾狋狅犳犮狅狉狉犲犮狋犻狅狀狅犳犵犲犪狉

（犪）小轮凸面 （犫）小轮凹面 （犮）大轮凸面 （犱）大轮凹面

锥齿轮齿面误差修正技术进行了研究，通过建立的

各阶齿面误差敏度系数与机床调整参数变化量的关

系式，揭示了齿面误差修正的实质。
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硬度也有所提高。

（２）经过表面工艺处理的高强度变速箱齿轮，小

载荷强化后，微观组织的改善使齿轮的硬度下降，硬

度下降越多，改善效果越显著，强度和寿命提高比例

也越大。

（３）小载荷强化和疲劳损伤使结构的表面硬度

发生同方向的变化，即硬度的变化可能是强化的结

果，也可能是疲劳损伤的结果。
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