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三线摆法测量复杂构件转动惯量的误差分析

张代胜 胡玺良 袁 玲

【摘要】 阐述了三线摆法测量复杂构件转动惯量的原理及步骤，提出了利用转动惯量方程组来求解惯性积的

方法。分析得出，对三线摆测试系统测量转动惯量的算式推导过程中的简化误差可达０２８％，使用三线摆法测量

复杂构件的转动惯量，测量上下圆盘的半径、物体的质量、摆动周期等参数所引起的误差较大，累积各参数的测量

误差可达５％。在详细分析论证的基础上，提出了减小误差的具体措施。
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引言

发动机之类的汽车零部件形状各异且极不规

则，对于这类构件的转动惯量以及惯性积，没有现成

的公式直接应用，多采用三线摆悬挂法测量。有关

测量方法已有许多［１～３］，但是针对这种测量法的误

差控制却探讨较少，为了获得较精确测量结果，需系

统分析影响测量结果误差的因素，并提出控制措施。

１ 三线摆法测量转动惯量的基本原理

三线摆原理如图１所示：摆线犃犅的长度犾，犎

是上下圆盘的垂直距离，犚是下圆盘悬挂点到盘中

心的距离，狉是上圆盘悬挂点到盘中心的距离；匀质

圆盘用等长的三条线悬挂在一个水平固定的小圆盘

下面，固定上圆盘，让质量为犿 的下圆盘绕犗犗′轴

转动，设下圆盘转动周期为犜０，则下圆盘的转动惯

量为

犑０＝
犿犵犚狉

４π２犎
犜２０ （１）

将质量为犕１的刚体放置在下圆盘上，犜１是刚

体与下圆盘的摆动周期。由式（１）可计算刚体和下

圆盘绕轴线犗犗′的转动惯量为

犑＝
（犿＋犕１）犵犚狉

４π２犎
犜２１ （２
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图１ 三线摆几何示意图

犉犻犵．１ 犛犮犺犲犿犪狋犻犮犱犻犪犵狉犪犿狅犳狋狉犻犾犻狀犲犪狉狆犲狀犱狌犾狌犿

则刚体绕犗犗′轴的转动惯量为犑１＝犑－犑０，利用该

方法可以测定形状不规则、质量分布不均匀的刚体

绕特定轴线的转动惯量［１］。

测量时将复杂构件置于下圆盘面上，且使其质

心犗犮投影点落在圆盘中心犗 上，轴线犗犗′与复杂

构件上表面的交点为犘，使复杂构件被测量的轴线

犗犮犘与三线摆轴线犗犗′重合
［２］。在复杂构件上设

定坐标系犗犮犡犢犣，可以求出复杂构件绕犗犮犘的转

动惯量［３］为

犑＝犑狓犮狅狊
２α＋犑狔犮狅狊

２
β＋犑狕犮狅狊

２γ－２犑狔狕犮狅狊β犮狅狊γ－

２犑狓狕犮狅狊α犮狅狊γ－２犑狓狔犮狅狊α犮狅狊β （３）

式中 犑狓、犑狔、犑狕———复杂构件对坐标系犗犮犡犢犣的

犡、犢、犣轴的转动惯量

犑狔狕、犑狓狕、犑狓狔———复杂构件对坐标系犗犮犡犢犣

的对应下标平面的惯性积

α、β、γ———犗犮犘 轴与坐标系犗犮犡犢犣 的犡、

犢、犣轴的夹角

２ 误差分析

２１ 三线摆系统误差

在图１中，下圆盘在转动过程中的角速度为ω，

犺为下圆盘因悬线扭转而上升的高度，θ０为角振

幅，犜为振动周期，犑０为下圆盘对上下盘中心轴线

的转动惯量，ω０为回到平衡位置时的角速度。

则下圆盘回到平衡位置时，动能犈１＝
１
２
犑０ω

２
０，

最高点时增加的势能犈２＝犿犵犺。忽略空气阻力和

摩擦阻力，根据机械能守恒定律［４］有１
２
犑０ω

２
０＝

犿犵犺。

从下圆盘角位移θ与时间狋的关系可推导出角

速度ω与时间狋的关系为

θ＝θ０狊犻狀
２π
犜
狋ω＝

犱θ
犱狋
＝
２πθ０
犜
犮狅狊
２π
犜
狋

当狋＝０，
犜
２
，犜，
３犜
２
，…时，下圆盘通过平衡位

置，ω０＝ω犿犪狓＝
２πθ０
犜
，因此

犿犵犺＝
１
２
犑（０ ２πθ０）犜

２
（４）

当摆角振幅为θ０时，下圆盘上某悬点犃 移动到位

置犃１，圆盘轴的上升高度为

犺＝犾犗犗
１
＝犾犅犆－犾犅犆

１
＝
犾犅犆

２－犾犅犆
１

２

犾犅犆＋犾犅犆
１

式中 犾犗犗
１

、犾犅犆、犾犅犆
１

———犗 与犗１、犅与犆、犅与犆１

之间的距离

分析可得

犺＝
２犚狉（１－犮狅狊θ０）

犾犅犆
＝
４犚狉狊犻狀２

θ０
２

２犎－犺
（５）

由于犎犺，所以２犎－犺≈２犎，摆角θ０很小

时，狊犻狀２
θ０
２ （≈ θ０）２

２

≈
θ２０
４
，故

犺＝
犚狉θ２０
２犎

（６）

将式（６）代入式（４）可得

犑０＝
犿犵犚狉

４π２犎
犜２０

推导过程中，影响测量结果精度的部分有：

（１）忽略圆盘平动动能的影响

当三线摆的下圆盘在某一确定的平衡位置作扭

摆运动时，下圆盘的质心也在作上下运动，其升降速

度为狏＝
犱犺
犱狋
，将式（５）代入得

狏＝
（犱
４犚狉狊犻狀２

θ
２

２ ）犎
犱狋

＝
２犚狉狊犻狀

θ
２
犮狅狊
θ
２

犎
犱θ
犱狋
＝
犚狉狊犻狀θ
犎
ω

则升降运动动能为

犈犽＝
１
２
犿狏２＝

犿犚２狉２

２犎２
ω２狊犻狀２θ

在最大角位移处，ω＝０，犈犽＝０；在平衡位置，ω最

大，但是θ＝０，犈犽＝０。所以升降运动最大动能在最

大角位移与平衡位置之间某一点。

三线摆转动过程中，下圆盘转动动能与平动动

能之比为

犿狏２

犑０ω
２＝

犿犚２狉２ω２

２犎２
狊犻狀２θ

犿犚２

２
ω２

＝
２狉２

犎２
狊犻狀２θ

取不同犎 和θ来分析
犿狏２

犑０ω
２×１００％的变化情况，令

狉＝０１０犿、犚＝０８０犿、犎＝４２０犿。如表１所示，
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平动动能在总机械能中的比例与圆盘的转角以及上

下盘之间的距离都有密切关系。

表１ 角度对平动动能的影响

犜犪犫．１ 犈犳犳犲犮狋狅犳犪狀犵犾犲狅狀狋狉犪狀狊犾犪狋犻狅狀犽犻狀犲狋犻犮犲狀犲狉犵狔

％

犎／犮犿
θ／（°）

５ １０ １５ ２０

２１０ ０００３４ ００１３７ ００３０４ ００５３１

４２０ ００００９ ０００３４ ０００７６ ００１３３

（２）２犎－犺≈２犎的影响

上升高度犺＝
２犚狉（１－犮狅狊θ）

犾犅犆
≈
４犚狉狊犻狀２

θ
２

２犎
，通

过犺
犎
分析误差

犺
犎
＝
４犚狉狊犻狀２

θ
２

２犎２
＝
２犚狉狊犻狀２

θ
２

犎２

取狉＝０１０犿，犚＝０８０犿，犎＝４２０犿，从表２中可

以看出θ越大时，近似的误差越大。须注意，当转

角超过１５°时，由此带来的误差达到００１％以上。

表２ 角度对下圆盘高度的影响

犜犪犫．２ 犈犳犳犲犮狋狅犳犪狀犵犾犲狋狅犱犻狊犽犺犲犻犵犺狋

θ／（°） ５ １０ １５ ２０

犺
犎

％ ０００１７ ０００６９ ００１５５ ００２７４

（３）狊犻狀
θ
２
≈
θ
２
引起的误差

在转动惯量的推导中，为简化计算，取狊犻狀２
θ
２

（

≈

θ）２
２

＝
θ２

４
，但是会带来误差，而且随着角度的增大

而增大，当转角超过１０°时，由此带来的误差犈狉达

到０２％以上，分析结果见表３。犈狉为

犈狉
（

＝

θ）２
２

－狊犻狀２
θ
２

狊犻狀２
θ
２

×１００％ （７）

表３ 角度对正弦函数的影响

犜犪犫．３ 犈犳犳犲犮狋狅犳犪狀犵犾犲狅狀狊犻狀犲犳狌狀犮狋犻狅狀

θ／（°） ５ １０ １５ ２０

犈狉／％ ００６３ ０２５１ ０５３４ ０９９２

从表１、３中得出，当下圆盘转角达到１０°时，由

三线摆系统带来的误差之和超过０２８％，且误差随

着转角的增加急剧增大。增加上下盘间的距离可以

有效地减小系统误差。

２２ 测量过程中的误差影响

三线摆调校至水平状态后，给转动圆盘小于５°

的角位移，释放后使其转动，测量转动周期犜，应用

式（１）求圆盘和复杂构件的转动惯量，将复杂构件放

置不同角度，通过式（３）联立方程可求复杂构件的惯

性积。在测量过程中，测量误差来源于对各个参数

的测量以及犗犮犘与坐标轴夹角的测量。

对式（２），通过求导可以求得转动惯量犑对各

个测量值犜、犿、犕、犚、狉、犎 的一阶偏导数，即各参

数的灵敏度

Δ犑＝
犑
犜
Δ犜＋

犑
犿
Δ犿＋

犑
犕
Δ犕＋

犑
犚
Δ犚＋

犑
狉
Δ狉＋

犑
犎
Δ犎

误差上限为

｜Δ犑｜＝
犑
犜
Δ犜 ＋

犑
犿
Δ犿 ＋

犑
犕
Δ犕 ＋

犑
犚
Δ犚 ＋

犑
狉
Δ狉 ＋

犑
犎
Δ犎

利用犕犪狋犾犪犫的符号运算模块求得犑的各个偏

导表达式。代入测量数值可以得犑对各个测量变

量的灵敏度。取测量参数犕＝２１２犽犵，犿＝５７犽犵，

狉＝０１０犿，犚＝０８０犿，犎＝４２０犿，犜≈４５狊，代

入各表达式，结果如表４
［５］所示。

表４ 灵敏度法误差分析

犜犪犫．４ 犈狉狉狅狉犪狀犪犾狔狊犻狊犫犪狊犲犱狅狀狊犲狀狊犻狋犻狏犻狋狔犿犲狋犺狅犱

犑
犿

犑
犕

犑
狉

犑
犚

犑
犜

犑
犎

Δ犑犿犪狓

灵敏度 ００９６ ００９６２５７５６４３２２１９１１４４７－６１３０

测量误差 ０５ ０５ ０００１ ０００１ ０００１ ０００１

犑误差 ００４８ ００４８ ０２５８ ００３２ ００１１－０００６０３９１

由表４知，使用三线摆法测量复杂构件的转动

惯量，测量上下圆盘半径、物体的质量、周期所引起

的误差对结果的影响较大。累积各参数的测量误

差，可得δ犿犪狓＝（Δ犑犿犪狓／犑）×１００％＝５４３％。

因此对复杂构件质量、质心位置、圆盘半径、圆

盘质量、上下盘距离测量的过程中遵守操作规程，将

以上参数的误差控制在表４范围时，测量结果误差

可控制在５４３％左右。

应特别注意以下几组参数的测量：

（１）转动周期的测量

在测量过程中，计时误差对实验数据影响非常

大。对某复杂构件转动惯量的测量中，设构件处于

圆盘上某一固定位置，取狉＝０１０犿、犚＝０８０犿、

犎＝４２０犿，犿犱犻狊犽＝５７犽犵，犿犲狀犵犻狀犲＝２１２犽犵，周期的

测量结果对复杂构件转动惯量犑的影响如表５所
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示。表中犈犑为相对误差，其值为

犈犑＝
犑－犑０
犑０

×１００％ （８）

当每组数据相差０５狊以上（即每个周期相差

００２５狊）时，将会对结果产生较大影响。如果秒表

的精度为０１狊，三线摆转动２０次计时一次，即２０

个周期的误差是００１狊，则每个周期的误差为

００００５狊，可改进实验的精度。

表５ 测量时间误差对结果的影响

犜犪犫．５ 犈犳犳犲犮狋狅犳犿犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋狋犻犿犲犲狉狉狅狉狊狅狀狉犲狊狌犾狋

参数 真值 实测值１ 实测值２

狋／狊（２０个周期） ７４４ ７３８ ７５０

犜／狊 ３７２０ ３６９０ ３７５０

犑／犽犵·犿－２ ７１９９８ ６８８９４ ７５１２７

犈犑／％ ０ ４３１ ４３５

（２）犗犮犘与坐标轴的夹角对惯性积的影响

从式（３）知，将复杂构件放置在圆盘上的特殊位

置（如让犗犮犘与某一坐标轴重合），能够解出犑狓、犑狔、

犑狕，但是为了能够得出惯性积犑狔狕、犑狓狕、犑狓狔，则必须将

复杂构件在圆盘上倾斜一定的角度以取得多组数

据，就涉及对犗犮犘与坐标轴夹角的测量。测量夹角

对惯性积的影响为

犈犑
狔狕
＝
犑狔狕－犑狔狕０
犑狔狕０

×１００％ （９）

计算结果如表６所示，由表６知，角度测量的误

差对惯性积的影响较大。

在测量复杂构件倾斜的角度时，限于复杂构件

的外形，通常采用多种测量手段与多点测量相结合

的方法，选取误差不超过０２°的几组数据，求平均

值。

表６ 夹角测量误差对结果的影响

犜犪犫．６ 犈犳犳犲犮狋狅犳犿犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋犪狀犵犾犲犲狉狉狅狉狊狅狀狉犲狊狌犾狋

参数 真值 实测值１ 实测值２

角度

／（°）

α ４６ ５０ ５５

β ９０ ９０ ９０

γ ９４６ ９５０ ９５５

犑狔狕／犽犵·犿
－２ －２３９７９ －２２４１０ －２１２９７

犈犑
狔狕
／％ ０ ６５ １１１

３ 措施

测量复杂构件转动惯量的误差应小于∑δ＝
δ犮＋δ狊

［６］。可采取以下措施来控制误差：①增加三

线摆长、控制下圆盘的摆幅，减小因近似而产生的误

差。②保证下圆盘为定轴摆动，限制因测量产生的

误差。③在同一摆上测量与复杂构件高度相仿、质

量相同，且形状规则（可以利用理论公式求得其转动

惯量）、质量分布均匀砝码的转动惯量，与理论结果

进行比较，对测量结果进行标定、修正［３］。
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