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ABSTRACT: By use of symbolic factorization based on 
elimination tree theory and improved LU numerical 
decomposition algorithm based on sparse vector method, the 
efficiency of power flow calculation by Newton-Raphson 
method is improved. In this paper, firstly the elimination tree 
theory is introduced in brief, and the structure of Jacobian 
matrix is determined by use of symbolic factorization; then by 
use of sparse vector method each column of lower triangular 
matrix L and each row of upper triangular matrix U are solved. 
Comparing with traditional LU numerical decomposition 
algorithm to solve each row of lower triangular matrix L and 
each column of upper triangular matrix U, the proposed 
method is easy to program and efficient In addition, the 
structure symmetry of Jacobian matrix and the experience of 
compiler optimization are also adopted in this research, it 
makes less required memory for the proposed algorithm and 
higher calculation efficiency. The superiority of the proposed 
method is validated in actual power system. 

KEY WORDS: load flow； elimination tree； symbolic 
factorization；sparse vector method；LU decomposition 

摘要：采用了基于消去树理论的符号因子分解技术以及改进

的 LU数值分解算法来提高牛顿法潮流计算的效率。介绍了
消去树理论，并采用符号因子分解技术确定雅可比矩阵的结

构，然后采用稀疏向量法求取 L阵的每行和 U阵的每列。
这种算法和求取 L阵每列和 U 阵每行的传统 LU分解方法
相比，具有编程简单、计算效率高的优点。另外，雅可比矩

阵结构对称以及编译器优化的经验也应用到文中，使得算法

不仅占用内存较少，且效率较高。算法的优越性在实际系统 
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中得到了验证。 
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0  引言 

潮流计算是电力系统分析中最基本的计算，提

高其计算速度具有重要意义。目前最实用的潮流算

法是牛顿类算法，提高这类算法效率的关键因素之

一是求解线性方程组。1965年，Tinney等人应用稀
疏技术求解潮流线性修正方程式，大幅度提高了牛

顿法的计算速度[1]。1985年，Tinney等人又提出了
稀疏向量法[2]，指出在常数项向量或解向量非零元的

因子化路径上进行前代回代能进一步提高求解线性

方程组的效率。现有大部分电网计算都应用了上述稀

疏技术，如潮流计算[3]、状态估计[4-5]、静态安全分

析[6-7]、小干扰稳定计算[8]等。文献[3]中，朱凌志等
研究了稀疏矩阵的链表存储技术，并采用模拟数值分

解技术预测雅可比矩阵因子表结构，为数值分解产生

的注入元预留位置，避免了在因子分解过程中频繁插

入、移动元素，从而提高了潮流计算速度。由于采用

的模拟数值分解技术具有同数值分解相同的计算复

杂度，其计算效率有进一步挖掘的潜力。 
本文将消去树理论此理论引入到电力系统潮

流计算中，利用 LU 分解算法及稀疏技术提高潮流
计算程序的效率。实际系统测试验证了本文计算方

法的优越性。 

1  消去树理论简介 
直接法求解线性方程组可以表示为 

=Ax b                  (1) 
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其中：A 为稀疏对称正定矩阵，可以因子分解成
LLT；解向量 x 的值可以在 L阵上通过前代回代的
方法得到。在 L阵上，定义消去树为 

ARENT[ ] min{ | 0}ijP j i j l= > ≠        (2) 

即每个节点 j的父节点为 L阵中第 j列第一个非零
非对角元行号。图 1表示矩阵 A、L及其消去树的
关系。其中图 1(a)、图 1(b)分别是矩阵 A结构图及
其有向图 G(A)，图 1(c)是 A的消去树 T(A)(不包括
弧线，弧线为指向所在节点祖先并且在G(A)中存在
的边)。T(A)中每个节点代表 L阵的一列，边的方向
如箭头所示，由小号指向大号，图 1(a)中的⊗和图
1(b)中的虚线表示因子分解过程中产生的注入元。
文献[9]中指出，下三角阵 L 的结构可由 T(A)确定，
而 T(A)中的弧线是冗余的，因此使用 T(A)来确定 L
阵的结构往往比直接采用G(A)具有更高的效率[9-12]。 

 
(a) 矩阵 A结构图 
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(b) 有向图 G(A) 
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(c)  A的消去树 T(A)  
图 1  矩阵 A及其网络图与消去树 

Fig. 1   Matrix A and its graph and elimination tree 

为方便描述消去树的性质，定义 T[xi]为 T(A)
的子树 

ARENT ( )
[ ] [ ]i j

i P j
T x i T x

=
= U           (3) 

定义 Tr[xi]为 L阵第 i行元素对应的行子树 
[ ] { | 0, }r i ijT x j l j i= ≠ ≤          (4) 

根据文献[9]，有如下定理。 
定理 1：如果 L阵中 lij≠0，则在 T(A)中 i 是 j

的祖先节点。同样，在 A阵中如果 aij≠0，则在 T(A)
中必有 i是 j的祖先节点。 
根据定理 1，可以直接由 A阵结构得到 T(A)。

按由小到大顺序逐行处理 A阵中的元素，当处理到
第 k行时，k或者是 T(A)中的叶子节点，如图 1(c)

中 1或 2；或者是某个子树 T[xi]根节点 i的父节点，
图 1中当 k=6时，i是 5或者 3。i可以从 A阵 k行
对角线左侧的非零元沿着 T(A)已形成的部分路径
搜索得到。 

文献[11]中提出了一种路径压缩的 T(A)形成算
法。该算法形成一个临时压缩树，这个压缩树记载

的不再是父子关系，而有可能是图 1(c)中弧线代表
的子与祖先之间的关系，因此该树比 T(A)更矮。沿
着这个压缩树搜索显然能节省形成 T(A)的时间。 

定理 2：设 i>j，则 lij≠0 的充分必要条件是在
G(A)中存在一个路径 i, p1,…pt, j，满足{p1,…, pt} 
⊆ T[xj]。 
由定理 2可知，Tr[xi] ⊆ T[xi]。Schreiber在文献

[12]中指出，Tr[xi]是 T[xi]的一个剪切树，剪切点由
定理 3及其推论给出。 

定理 3：lij≠0 的充分必要条件是节点 j是 T(A)
中节点 k的祖先并且在G(A)存在 aikj≠0。 

推论：在 T[xi]中，节点 j是叶子节点的充分必
要条件是：A阵中 aij≠0，并且对于 j的每个子孙节
点 k，均有 aik=0。以图 1(c)为例，节点 T[x6]和 Tr[x6]
分别见图 2(a)、2(b)。 
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(a) T[x6]              (b) Tr[x6] 

图 2  节点 6的子树图和行子树图 
Fig. 2  Subtree and row subtree of node 6 

可见节点 5 和节点 2 是 Tr[x6]的叶子节点。而
节点 5正是一个剪切点，这是因为在子树 T[x5]中除
5节点外均有 a16、a46为零。 

由定理 2、定理 3及其推论可以统计 L阵中每
行和每列中非零元个数，确定系数矩阵 A因子表所
需的内存空间，并可对 A阵进行符号因子分解，确
定因子表每个元素的行号和列号。设 L阵每行非零
元平均个数为 d，维数为 n，则采用数值因子分解
的算法复杂度为 O(nd2)，而采用上文的符号因子分
解法，算法复杂度为 O(nd)。显然，基于消去树的
符号因子分解具有更高的效率。 

2  基于稀疏向量法的 LU分解算法 

非奇异矩阵A可以唯一分解成一个下三角阵 L
与一个对角元为单位阵 I的上三角阵 U的乘积，即 
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 =A LU                  (5) 
式(1)是当 A 阵对称正定时式(5)的一种特殊形式。
在不考虑 A阵分解过程中选主元的情况下，可以由
图 3表示分解到第 k步的情况(图中括号中字母表示
原矩阵 A的子矩阵或子向量)。 
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图 3  LU分解示意图 

Fig. 3  The demonstration graph of LU decomposition 
由图 3有如下等式成立： 

T 1 T T T( )

kk kk

k

k kk
−

= −
 = −
 = −

l a RC
l w LC
u l v U R

         (6) 

式(6)表示在每步分解过程中求 L阵的一列以及U阵
的一行，如图 3 中的 lk和 uk。这是一种传统的 LU
分解算法，文献[13]详细介绍了该算法的实现过程。 
本文采用一种不同于式(6)的求解过程，计算公

式如下： 
T T T

1
1

1

k

k

kk kk

−
−

−
−

 =


=
 = −

R U r
C L c
l a RC

             (7) 

这种算法在每步分解过程中一次求取L阵的一
行和 U 阵的一列，如图 3 中的 R 和 C。由于 Uk−1

和Lk−1都是三角矩阵，因此可以用稀疏向量法求解，

关键问题在于获得 r和 c的快速前代路径。事实上，
这个快速前代路径就是 T(A)中 k 的行子树 Tr[xk]确
定的节点拓扑排序[14]。 

3  消去树理论在潮流计算中的应用 

3.1  雅可比矩阵存储策略 
以直角坐标系牛顿－拉夫逊潮流算法为例[15]，

当采用直接法计算时，需要多次求解线性修正方程组 
e P
f Q

∆ ∆   =   ∆ ∆   
J              (8) 

式中：J 是直角坐标形式的潮流雅可比矩阵；Δe、
Δf是节点电压实部和虚部的变化量。当节点类型是
PQ 节点时，ΔP、ΔQ 是节点有功和无功偏差；当
节点类型是 PV节点时，ΔQ应当用节点电压幅值平

方的偏差替代。交换雅可比矩阵 J的行列顺序，相
应地交换 Δe、Δf、ΔP、ΔQ的顺序，使每个节点的
状态量排在一起。此时雅可比矩阵 J成为以二阶子
式 jij为元素的分块矩阵。以 PQ节点为例 

/ /
/ /

i j i j
ij

i j i j

P e P e
Q e Q f

∂∆ ∂ ∂∆ ∂ 
=  ∂∆ ∂ ∂∆ ∂ 

j  

当 j i≠ 时，有 

( )

i i
ij i ij i

j j

i i
ij i ij i

j j

Q P B e G f
e f
P Q

G e B f
e f

∂∆ ∂∆ = = − ∂ ∂
∂∆ ∂∆ = − = − +
 ∂ ∂

      (9) 

式中 Gij、Bij 分别是导纳矩阵对应位置元素。由于

导纳矩阵在结构上完全对称，因此雅可比矩阵 J和
导纳矩阵一样，结构上也是对称的。由于第 1节介
绍的用于符号因子分解的消去树理论只涉及到对

称矩阵的结构分析，和矩阵具体的元素值没有关

系，所以完全可以采用消去树理论对 J的因子表进
行结构预测，并且可以得出 J的因子表在结构上也
是对称的结论。据此，结合第 2节中介绍的 LU分
解算法，可以设计 J及其因子表的存储结构。 

在应用式(7)对雅可比矩阵 J进行因子分解时，
只需要存取 J中对角元的值及其上侧和左侧的值，
如图 3 括号中 c和 r。由于结构对称性，只需保存
上三角的索引，并且按 c 的方向(即列方向)存放。
具体保存的项目有：元素行号、每列元素的起始位

置以及上下三角元素的值。 
为方便形成雅可比矩阵的存储索引，本文让平

衡节点参与迭代，这样不仅能够方便地设定多个平

衡机，而且雅可比矩阵的索引可以直接从导纳矩阵

的存储方案中取得。这种不使用列链的存储方案和

传统的整行保存 J元素值、行号列号以及添加列链
的方案比，不仅在占用内存方面有优势，而且有利

于编译器优化编译时将循环控制变量保存在寄存

器中，提高程序运行速度[16]。 
3.2  因子表存储策略 

由式(7)可知，由于要进行 2次快速前代，即使
因子表结构对称，也不得不在行和列 2个方向上对
上下三角阵元素进行存取，如 A阵中取 R元素的列
号和快速前代时在 L的列方向取行号。因此，以 L
阵存储方案为例，通常的存储办法是按列存下三角

阵元素，记录每个元素的行号和列号，每列非零元

的起始位置，同时在行方向上记录位置横向链。以

图 1中矩阵为例，这种存储方法见图 4(a)。图中实
线单箭头表示数组的顺序存储关系，双虚线单箭头 
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(a) 方案 1 
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(b) 方案 2 

图 4  下三角矩阵 L的两种存储方案  
Fig. 4  Two storage schemes of low triangular matrix L 

表示列开始位置，单虚线单箭头表示行向链头指

针，单虚线双箭头表示指针指向关系。设节点个数

为 n，下三角元个数为 m，存储索引需要的空间为
(3m+2n+1)个整数。 
图 4(b)是本文提出的一种因子表存储方案，主

要区别在于取消了行向位置链(图 4(a)中双箭头)，将
行向链头指针改为记录每行非零元起始位置，同时

将 4(a)中每行按自然顺序存列号改为按拓扑顺序存
列号。这个拓扑顺序不一定是列号的自然顺序排列，

也就是说在元素位置上存储的列号不一定是这个元

素的列号。以图 4(b)为例，第 6 行元素的列号序列
是{5,2,3}，而不是{2,3,5}，如 4(b)中虚线单箭头所示。
这种存储方案存储索引需要的空间是(2m+2n+2)。一
般情况下m>n，所以该方案占用较少的内存。 

另外这种存储方案将行向位置链修改为按数

组顺序存储列号能提高循环控制变量的存储速度。

因为编译器优化时会将固定值变化的变量置于寄

存器中，如 k++等，这对提高程序的运行速度显然
是有利的[16]。 
3.3  因子分解的实现 

因子分解分为 2步实现：一步是符号分解；另
一步是数值分解。在潮流计算的过程中，由于网络

结构不会发生变化，因此因子表结构是固定的，只

需一次符号分解。数值分解利用符号分解的结果按

式(7)在每次迭代中都要进行。 
在进行符号分解时，首先需要确定雅可比矩阵

的消去树，第 1节定理 1为形成消去树提供了理论
基础，可选用效率较高的路径压缩法[11]。然后确定

因子表每行每列非零元个数，决定每行每列元素的

起始位置，以便动态分配内存。以图 2中 L阵的第
6行为例，按照定理 3及其推论，从 A阵第 6行对
角线左侧的非零元出发，在 T[x6]中向根节点方向搜
索不曾遍历过的节点就可确定第 6行非零元个数。
同样，定理 3及其推论亦提出了确定 L阵中每行元
素列号的过程，该过程和确定 L阵每行元素个数类
似，可以形象地理解为逐步切割树枝，然后压栈的

过程。假设 Tr[x6]具有如图的树形结构，则形成 L
阵第 6行过程可用图 5中标注表示。 

第 2次分割 

压入堆栈的方向 

第 1次分割 

第 3次分割 6 

4 

1 3 

2 

5 

5 2 3 1 4 6 
 

图 5  符号分解时行子树的分割过程 
Fig. 5  Dividing row sub-tree in process 

of symbolic factorization 

图 5 中压入堆栈中节点的顺序就是 L 阵第 6 行
的拓扑顺序，显然这个顺序不是节点的自然顺序，而

是采用稀疏向量法时雅可比矩阵对角线左侧非零元

的快速前代路径。这正是在数值分解时采用稀疏向量

法的依据，所以 3.2节中保存了这个拓扑顺序。 
在潮流计算过程中，由于雅可比矩阵结构对

称，所以符号分解确定 L阵结构后，U阵的结构也
就确定了。因此可以根据式(7)进行 2次快速前代确
定 L阵的一行以及 U阵的一列。这 2次快速前代以
及 L阵的对角元的求解可以在一个循环内进行，因
此编程也十分简单。当采用一阶子式进行因子分解

时只需 50行左右代码。 

4  算例分析 

4.1  算例 1(福建省网) 
为验证本文潮流算法的有效性，本文采用直角

坐标系牛顿法潮流算法实现了 1~3节所述的算法。
另外，本文亦按照文献[13]中 LU 分解算法实现了
传统的基于直角坐标系牛顿法潮流算法程序，其中

雅可比矩阵、因子表存储方案都采用该文献中的方

案 4，如图 4(a)所示。在迭代过程中，第一次迭代
基于数值分解建立因子表的索引结构，以后每次迭

代基于已形成的因子表结构进行。 
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实际测试表明，当系统节点数目较少时，两种

算法速度差别难以体现出来，当节点数目到一定规

模时，本文算法优势明显。 
系统规模如下：929 个节点，50 台发电机，570

个负荷，615 条线路，368 台变压器，导纳矩阵上三
角元素个数为 1 955个。两种算法速度测试结果如表1。 

表 1  算例 1中两种潮流算法计算速度比较 
Tab. 1  Comparison of calculation speed of two power flow 

calculation methods on example 1 
潮流算法 迭代次数 计算时间/s 
本文算法 15 0.014 
传统潮流算法 15 0.031 

4.2  算例 2(东北华北联网系统) 
系统规模如下：4 485个节点，563台发电机，

1 641个负荷，2 882条线路，2 375台变压器，导纳
矩阵上三角元素个数为 9 951 个。两种算法速度测
试结果如表 2。 

表 2  算例 2中两种潮流算法计算速度比较 
Tab. 2  Comparison of calculation speed of two power flow 

calculation methods on example 2 
潮流算法 迭代次数 计算时间/s 
本文算法 24 0.197 
传统潮流算法 24 0.323 

表 1 和表 2 中的计算时间包括半动态节点优化
编号、形成导纳矩阵、符号因子分解以及计算迭代的

时间，不包括读入数据和输出潮流结果的时间。程序

编译环境为VC.NET，计算机主频为 P4 2.6 GHz。 

5  结论 

本文结合直角坐标系牛顿法潮流计算，给出了

消去树理论在电力系统潮流计算中的应用方法。为

充分利用编译器优化带来的效率，将传统的链式稀

疏存储技术修改为基于数组的顺序存储方式。这种

存储方式不仅能提高程序运行速度和减少内存占

用，而且更能利用符号因子分解结果，直接应用于

稀疏向量法。为减少存储、提高潮流计算效率，本

文还利用了雅可比矩阵结构对称的特点，只存储 L
阵的索引。测试算例表明，文中采用的算法技巧显

著地提高了电力系统潮流计算效率。 
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