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　　摘　要: 　根据M axw ell方程,微波腔中的实际微波场可以按微波腔的模式展开,从而确定微波腔

的工作特性 (如:工作频率、场分布等) ,但是实际微波腔的模式很难求解。从M axw ell方程出发,根据微

波腔的具体边界,将微波腔分成: 规则形状微波腔和非规则部分,建立实际微波腔模式同规则形状微波

腔模式之间的场耦合方程,从而确定微波腔模式的频率和场分布。
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　　在高功率微波 (H PM )和驻波加速器的研究中,微波腔模式 (如: 微波场分布、频率等)一直是大家所

关心的问题,微波腔通常是具有复杂形状的圆柱腔;多年来,关于微波腔模式的研究一直在进行[ 1, 2 ]。本

文从电磁理论 (M axw ell方程)和有关的数学定理出发,建立了一种新的电磁场计算方法 场耦合理

论。理论上,微波腔中的微波场可以按其模式展开,但是复杂形状微波腔的模式很难直接进行数学求解,

通过分析微波腔的具体边界,任何微波腔可以分成: 规则形状微波腔和非规则部分,规则形状微波腔

(如: 圆柱形、球形、方形等)模式的场分布和频率有明确的数学表达式[ 3, 4 ] ,如果将微波腔中非规则部分

作为激励源,那么这些模式就是微波腔的模式,由此可以建立复杂形状微波腔模式同规则形状微波腔模

式之间的场耦合方程 (即:用规则形状微波腔模式表述复杂形状微波腔模式) ,从而求出复杂形状微波腔

的模式 (场分布、频率等)。

1　基本理论
　　根据M axw ell方程,微波腔中的实际微波场可以按微波腔的模式[ 5 ]展开,即

E ( r, t) = ∑
n= 1

A n ( t) E n ( r) ,　　H ( r, t) = ∑
n= 1

B n ( t)H n ( r) (1)

式中: A n ( t)和B n ( t)为展开系数,即

A n ( t) =∫V E ( r , t) õ E n ( r) dV ,　　B n ( t) =∫V H ( r, t) õ H n ( r) dV (2)

式中积分遍及微波腔的体积V , E n ( r)和H n ( r)为微波腔本征模式,这些模式构成了一个归一化的完全

集[ 6 ] ,即

∫V Em ( r) õ E n ( r) d r = ∆m , n ,　　∫V H m ( r) õ H n ( r) dV = ∆m , n (3)

　　由此,根据M axw ell方程,可以得到关于展开系数A n ( t)和B n ( t)的方程,同时微波腔中电场和磁场

是相关的,由电场可以确定磁场,因而在这里只讨论关于展开系数A n ( t)满足的方程,该方程为[ 7 ]

d2A n ( t)
d t2 + Ξ2

nA n ( t) = -
Ξn

ΕΛ∫S (E ×H n) õ ds +
1
Ε

d
d t∫S (H × E n) õ ds -

1
Ε

d
d t∫V J õ E ndV (4)

式中: Ξn 是模式 E n 所对于的本征频率, J 是微波腔中激励源电流密度分布。

　　不考虑微波腔中激励源电流时,由式 (1) ,方程 (4)可以表示为

d2A n ( t)
d t2 + Ξ2

nA n ( t) = -
Ξn

ΕΛ∑m A m ( t)∫S (Em ×H n) õ ds +
1
Ε

d
d t∑m B m ( t)∫S (H m × E n) õ ds (5)
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　　稳态情况下,展开系数A n ( t)和B n ( t)可以表示为

A n ( t) = A ne j(Ξt+ Υ1) ,　　B n ( t) = B ne j(Ξt+ Υ1) (6)

　　为了研究微波腔的模式,令Cm n= c∫S (Em×H n)·ds, c为电磁波在真空中的传播速度。在稳态和无激

励源的情况,方程 (5)可以写为

c (Ξ2
n - Ξ2)A n = -

Ξn

ΕΛ∑m Cm nA n -
jΞ
Ε∑m C nmB m (7)

　　同时根据M axw ell 方程,稳态情况下,展开系数A n 和B n 的关系为

B n = - j
Ε
Λ

Ξn

ΞA n (8)

则 c (Ξ2
n - Ξ2)A n +

1

ΕΛ∑m
(ΞnCm n + Ξm C nm )A m = 0 (9)

真空中 1öc = ΕΛ ,则

(Ξ2
n - Ξ2)A n + ∑

m

(ΞnCm n + Ξm C nm )A m = 0 (10)

　　在理想边界的微波腔中,由边界条件 n×W n= 0可得: Cm n= 0,则方程 (10)为

(Ξ2
n - Ξ2)A n = 0 (11)

　　由此可得微波腔中,稳态时实际微波场为微波腔模式的线性组合,即

E ( r, t) = ∑
n= 1

A nE n ( r) e j(Ξn t+ Υn
) (12)

式中: A n 为微波腔模式 E n 的幅度; Ξn 为微波腔模式 E n 对于的本征频率。

　　由式 (12)可以看出,微波腔的工作模式是一个或几个模式,模式对确定微波腔的工作特性很重要。

2　场耦合方程
　　对于实际微波腔,由于复杂几何形状,很难用通常的数学方法求解其本征模式 E n 及其频率。本文根

据实际微波腔的具体情况,将微波腔分为两部分: 规则微波腔部分 (如: 圆柱形、球形、方形等)和非规则

部分。由于规则微波腔有明确的模式场分布及其频率,为此将规则微波腔的模式作为实际微波腔的模

式,非规则部分看作微波腔中的激励源,由式 (11)可得微波腔的场耦合方程为

(Ξ2
n - Ξ2)A n + ∑

m

(ΞnCm n + Ξm C nm )A m = 0 (13)

式中Cm n= c∫s (Em×H n)·ds,其中 E n , H n 及 Ξn 为规则微波腔的模式场分布及其频率, S = S 0+ S 1 为实际

微波腔表面 (S 0 为规则微波腔的表面, S 1 为非规则部分的表面) ,则

cm n = c∫S (Em ×H n) õ ds = c∫S 1

(Em ×H n) õ ds (14)

　　微波腔的场耦合方程是一个线性方程,可以表示为矩阵形式,即

M (Ξ) õ X = 0 (15)

式中:M (Ξ)是一个N ×N 的方矩阵,其矩阵元M i, j为:M i, j = (Ξ2
i - Ξ2) ∆i, j + ΞjC i, j + ΞiC j , i; 而X 是一个N

维向量,可以表示为: X = (A 1,A 2,⋯⋯,A N )。

　　要想方程 (15)有非平凡解,必须满足

detûM (Ξ) û = 0 (16)

　　由此可确定微波腔的本征频率 Ξ’i ,方程有N 个关于微波腔本征频率的解,即微波腔有N 个模式,

该模式对应方程 (15)的N 个非平凡解,即: X i= (A 1, i,A 2, i,⋯⋯,A N , i)。由此结合式 (12) ,可得微波腔模

式 E
’
i 为

E’i = ∑
j = 1

A j , iE i ( r) (17)

　　由此我们得到了由规则微波腔模式 E n 表示的实际微波腔本征模式 E
’
n 及其相应的频率 Ξ’n。在实际
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微波腔中,由于规则微波腔模式有很多,使得场耦合方程求解很困难;通过分析场耦合方程可以看出,不

是所有规则微波腔的模式对实际微波腔的工作都有影响;微波腔通常工作在一个或几个频率上,只有靠

近微波腔工作频率的模式对微波腔的影响较大,而那些远离工作频率的模式影响很小,可以忽略。

3　实例分析
　　图 1为相对论速调管双重入腔的示意图,由于重入部分对电磁波的屏蔽,在电子束的入口和出口

处,微波场近似为 0。不考虑电子束入口和出口处的微波场时,双重入腔可以等效为图 2的结构 (规则圆

柱腔V 0 和非规则部分V 1)。

　F ig. 1　D iagram of relat ive b i2en tran t k lystron

　　图 1　相对论速调管双重入腔的示意图

F ig. 2　Equivalen t structure of b i2en tran t cavity

图 2　双重入腔的等效结构

　　根据电磁学理论,理想边界的规则圆柱腔V 0 有明确的模式 (TM ijk和 T E ijk )场分布表达式 E n , H n 及

其频率 Ξn。将非规则部分V 1 作为激励源,以此作为微波腔的模式建立场耦合方程,可以得到实际微波

腔模式的场分布表达式 E’i 和频率 Ξ’i。

　　表 1为C 波段 (频率约 5GH z) TM 模式下工作的相对论速调管双重入腔参数[ 8 ]。
表 1　双重入腔参数

Table 1　Parameters of bi-en tran t cav ity

L ömm R ömm römm hömm L 1ömm L 2ömm

4. 9 19 2. 35 1. 05 1. 7 1. 7

　　TM 模式下规则圆柱腔 (腔长L ,半径R )的模式 TM ijk有明确的数学表达式,在这里用 TM ij k表示其

场分布,其频率为

Ξij k = c
ς ( i)

j

R

2

+
kΠ
L

2

(18)

式中: ς ( i
j 为 i阶贝塞尔函数 J i (ς ( i)

j ) = 0第 j 个零点所对于的值。

　　由此根据微波腔中非规则部分V 1 的边界,由式 (14)可以得到Cm n ,并根据方程 (15)、方程 (16)和式

(17)可以得到微波腔各个模式的频率 (表 2)和场分布。
表 2　微波腔中模式对应的频率

Table 2　Frequency vs the cavtiy’s differen t modes

mode num ber 1 2 3 4 ⋯⋯

frequencyöGH z 5. 05 8. 077 11. 163 20. 96 ⋯⋯

　　微波腔中模式 1对应的频率 Ξ’1= 5. 05GH z,该模式对应方程 (15)的非平凡解为

X 1 = (0. 8, 0. 2, - 0. 02, 0. 005, ⋯⋯, )

　　由此结合式 (17) ,可得微波腔该模式的场分布为

E’1≈ 0. 8 (E TM 010
) + 0. 2 (E TM 011

) - 0. 02 (E TM 012
) + 0. 005 (E TM 021

)

式中: E TM ijk
为规则圆柱腔 (L = 4. 9mm , R = 19mm )的模式 TM ij k的场分布。

101第 1期 李正红等: 利用场耦合理论研究微波谐振腔

© 1995-2005 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



4　讨论
　　微波腔中模式 1频率的计算值低于测量值 (5. 25GH z) ,是由于忽略了微波腔重入孔的影响; 而且在

计算过程中只能考虑有限个模式的影响,计算结果本身就有一定误差。另一方面,这个方法在微波腔研

究中介于理论分析和数字计算之间,可以进一步研究非理想边界、微波耦合孔、电子束等对微波腔中微

波场的影响。
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Investiga tion of RF cav ity by coupl ing theory
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　　Abstract:　A cco rding to M axw ell theo ry, the R F field in the R F cavity can be exp ressed by the modes of the cavi2
ty. A nd the characterizes of the cavity is determ ined by these modes, such as the frequencies and the fields. Because of

soph ist icated shapes of cavit ies, it’s very difficu lt to calcu late the modes of an actual cavity by using the usual m ethods.

In th is paper, an actual R F cavity is divided in to tw o parts: the no rm al part ( such as no rm al cylindrical cavity) and the

abno rm al parts. A cco rding M axw ell theo ry, there ex ists a coup ling equation betw een the modes of the no rm al part and

the modes of the cavity. In ano ther w o rds, the modes of the cavity can be exp ressed by the modes of the no rm al part.

A nd by so lving the coup ling equation, frequencies and fields of the cavity’s modes can be calcu lated. U tilizing th is

m ethod, the C2band reen tran t cylindrical cavity is calcu lated, the calcu lated frequency of the w o rk ing mode is very clo se

to the m easu red value.

　　Key words:　R F cavity; mode; coup ling; cylindrical cavity
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