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摘 要 不规则采样地震数据的重建是地震数据分析处理的重要问题 &本文给出了一种基于非均匀快速傅里叶变
换的最小二乘反演地震数据重建的方法，在最小二乘反演插值方程中，引入正则化功率谱约束项，通过非均匀快速

傅里叶变换和修改周期图的方式，自适应迭代修改约束项，使待插值数据的频谱越来越接近真实的频谱，采用预条

件共轭梯度法迭代求解，保证了解的稳定性和收敛速度 &理论模型和实际地震数据插值试验证明了本文方法能够
去除空间假频，速度快、插值效果好，具有实用价值 &
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! 引 言

由于障碍物、禁区或坏道的存在以及经济条件

的制约等，在很多情况下地震采样数据是不规则或

稀疏分布的 &实际工作中处理不规则采样数据体的
方法是：!）拷贝或线性插值出邻近道；"）忽略空缺道

（或者保留坏道）；%）在 %3Z地震数据处理中，不考虑
实际中的不规则采样点，通过叠加将所有道放到一

个面元上 &这些相对简单处理的结果是常常会出现
严重的假频，使大多数常规技术不能得到很好的运

行，因此，需要采用数学的方法对不规则采样数据进

行规则化重建 &
目前，针对地震数据规则化重建问题已有了较
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深入的研究，提出了许多方法，总结归纳大致可分为

如下五类：

!）空间域插值方法，包括动校正压制假频后利
用采样定理的 "#$% 函数插值［!］、最大相干倾角插
值［&］、道集加权倾斜叠加插值［’］、利用同相轴属性插

值［(］、功率谱差异倾斜相干插值［)］和 !*" 域预测误
差滤波（+,-）插值［.］等 /

&）频率域插值方法，包括 #*" 域道内插值［0］、#*
$ 域道内插值［1］、#*" 域预测滤波插值［2，!3］以及 #*" 域
投影滤波插值［!!］等 /

’）基于 45678变换的插值方法，这种方法根据
不规则采样数据并结合倾斜叠加、抛物线 45678变
换、双曲线 45678变换等来构建插值算子进行不规
则采样数据重建［!&，!’］/

(）基于波动方程的插值方法，如 47898［!(］采用
$:; 和反 <:; 交替进行数据规则化，%=9>?8@A?
等［!)］提出的 B:;方法等 /

)）不同方法相结合进行插值，如 #*" 域采用拾
取倾角的波场分解插值方法［!.，!0］等 /
上述五类方法的共同特点是应用一个确定性基

函数来表示地震信号，在表示域内作相应的处理，然

后将处理后的结果反变换到信号域，这样就可以完

成信号的重建和数据恢复 /在理论上这些方法一般
能够得到比较准确的重建结果，但由于实际情况的

复杂性，目前仍有许多挑战性的问题需要深入研究，

比如假频问题、算法的稳定性问题以及方法的实用

性问题等 / C?A［!1］和 D58@［!2］提出了一种基于 -7AE?9E
变换的稀疏约束最小二乘反演方法，在模型空间中

引入了基于 %5AF=G准则［&3］的稀疏约束 /本文在 C?A
等［!1］和D58@［!2］的基础上利用非均匀 -7AE?9E变换［&!］

代替其稀疏约束算子来约束待求数据的频谱 /在求
解过程中，采用预条件共轭梯度法［&& H &(］反复迭代修

改由非均匀 -7AE?9E变换所得到的频谱值，使其越来
越接近真实的频谱，并比较干净的消除了空间假频，

所重建出来的数据能够更好地用于多次波消除、

BI;分析和偏移成像等处理 /

& 非均匀快速傅里叶变换

一维情况下的非均匀离散傅里叶变换定义为

%（&）J!
’

( J !
)( 9KL&!$"(，& J K *

&，⋯，
*
& K !（!）

其中，"( 是空间非均匀采样点位置，)( 是对应于采
样点 "( 处的信号值，!$ 是频率域采样间隔，’ 是非

均匀样点个数，* 是频率域分量个数 /
设，+ J &"M!$，对于任意 , 有：

9KL&!$ "( N , &"!( )$ J 9KL（&!$"( N&"&,） J 9KL&!$"(，（&）
因此，"("［3，+）/
令!$"( J &"（"( M+），并用 "( 替换 "( M+，重写等

式（!）：

%（&）J !
’

(K!
)( 9KL &"&"(!"(，

& J K *
&，⋯，

*
& K ! （’）

其中，""［3，!），进一步将等式（’）改写为

%（&）J#
O

KO!
’

(K!
)(#（" K "(）9KL&"&" 6" / （(）

可见，等式（’）中的 %（&）是尖脉冲序列的傅里叶变
换，该尖脉冲序列为

)（"）J !
’

( J !
)(#（" K "(）/ （)）

现在可以把（(）式简写成：

%（&）J#
O

KO
)（"）9KL&"&" 6"， （.）

即 %（&）与 )（"）形成了 -7AE?9E变换对 /
它的快速算法如下（示意图见图 !）：
（!）将非均匀采样数据 )（ "）与一个适当的短
滤波因子 -（"）卷积：)!（"）J )（ "）$ -（ "），使其频
谱空间带限；

（&）对卷积结果 )!（"）均匀采样，得到 )&（"）；
（’）对均匀采样结果进行周期延拓得到 )’（"），
然后用 --P 对 )’（ "）进行快速傅里叶变换得到

%’（&）；
（(）将 %’（&）与滤波算子 -（ "）的频谱 .（&）
反卷积，得到非均匀采样数据 )（"）的频谱：

/%（&）J
%’（&）
.（&）/ （0）

完成上述快速计算需要两个参数，一个是对短

滤波器 -（"）进行离散（采样）化的个数 0，另一个是
过采样因子 #，# 决定对 )!（"）J )（"）$ -（"）进行规
则采样的个数 ’F，# J ’F M* /
本文选取的短滤波器 -（"）是锥形高斯脉冲函数

-（"）J 9K 121"
& !

& N !
& F7Q"

"
"( )3 ， K "3 R " R "3

3
{

， 其他
（1）

其中，"3 J（ 0 M&）!"，1 J"（& K !M #）’&
F M 0，!" 是对

-（"）进行离散采样间隔，12 为校正因子，’F 具体求

解参阅文献［&)］/
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图 ! 一维 "##$算法示意图
#%&’! ()*+,-.%) /0+10%+2 /3 .*+ "##$ -4&/1%.*,

5 基于非均匀快速傅里叶变换的最小
二乘反演地震数据重建

本文主要给出在 !6" 域沿 " 方向进行一维插值
的算法，该算法能够方便地推广到多维情况 ’
首先将 #6" 域的实测地震数据集转换到 !6" 域，

然后对于每一个瞬时频率 !，沿着空间 " 方向进行
规则化插值 ’设 ! 表示长度为 $ 的规则网格点数
据，! 7［"!，"8，⋯，"$］$，" 为已知的不规则观测数
据，" 7［%!，%8，⋯，%&］$ 定义一个采样矩阵 #，其元
素为 ’() 7!*（ (），)，则规则网格点数据与不规则观测

数据之间的关系可由下面的线性系统来表示：

" 7 #! ’ （9）
假设完整的规则数据为 $ 7 9，或 ! 7［ "!，"8，

"5，":，";，"<，"=，">，"9］，观测点数据集为 & 7｛8，
5，;，=，9｝，或 " 7［"8，"5，";，"=，"9］

$，方程（9）变为

"8

"5

";

"=

"















9

7

? ! ? ? ? ? ? ? ?
? ? ! ? ? ? ? ? ?
? ? ? ? ! ? ? ? ?
? ? ? ? ? ? ! ? ?















? ? ? ? ? ? ? ? !

"!
"8
"5
":
";
"<
"=
">
"





















9

，

（!?）

方程（9）中，##$ 7 $%，$% 是& @ & 阶单位矩阵，#$ #
7 $& ’
由方程（9）给出的插值问题是一个不确定的系

统（规则化的数据体个数大于观测数据），没有惟一

的解，通常采用适当的引入先验信息来约束解的

范围 ’
在所有可能的解空间中，寻找一个使模型范数

最小的解，在不考虑误差存在的条件下，反问题简化

为下面的求解约束最小化问题：

最小化模型范数 !!!8
+，

同时，使其满足 #! 7 "，

!·!+ 表示加权范数，选择下面波数域范数：

!!!8
+ 7 "

,#&

-$, -,

.8
,
， （!!）

其中，.8
, 是支撑与形状与要插值的数据体类似的频

率域加权 ’" 表示谱支撑范围（带限函数的带宽），
即当 ,#"时，/,%?，/, 是波数为 , 时的功率谱，’
是 ! 的离散傅里叶变换：

’ 7 (!，
! 7 (A’ ’

（!8）

引入对角矩阵，其对角元素为

#, 7
/8

,， , #"，
?， , &"

{ ’
（!5）

对角矩阵的伪逆为

#B
, 7

/ C8
, ， , #"，
?， , &"

{ ’
（!:）

波数域的范数可以表示为

!!!8
+ 7 ’0!B ’ ’ （!;）

将方程（!:）、（!;）代入（!!），我们得到下面的表
达式：

!!!8
+ 7 !A(A!B (! ’ （!<）

当考虑观测数据含有误差时，插值反演方程的

目标函数为

1 7 !#! C "!8 B$
8!!!8

+ ’ （!=）
最小化目标函数（!=）可得如下反演解：

!D 7 #$ # B$
8 !
$(

A )8( )( C!

#$ " ’

目标函数（!=）式写为矩阵形式：
#

$
( )*

! ’
"( )? ， （!>）

其中，$是正则化因子，加权矩阵为
* 7 !B!E8 ( ’

设：
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! ! "#，
（"#）式变为

$"$

!
( )%

! !
&( )% ， （"&）

或：

$’’ ( ("

!
( )%

! !
&( )% )

地震数据重建问题可以表示为

& ! )# $ *， （*%）
其中，& 表示长度为! 的已知不规则观测数据体，#
表示长度为" 的欲重建规则化数据体 ) ) 是 ! + "
阶插值矩阵，* 为噪声 )
由于 )), ! %，),)" %，% 是单位矩阵，因此 )

是欠秩矩阵，方程（*%）中，" - ! )假定所求数据 #
是带限信号，其带宽为"，定义带限信号为

# ! +# ) （*"）
带限算子 + 为

+ ! "
" ’’!’， （**）

其中，’ 为离散傅里叶变换算子矩阵，’’ 为其复共

轭转置，! 为 " + " 对角矩阵，! ! ./01（##），

## !
"，##"
%，#${ "

)

则

& ! )+# ! ) "
"’

’!’# ! ) "
"’

’!,，（*2）

其中，, ! ’# 是 # 的傅里叶变换 )
因为 " - !，所以方程（*%）是欠定方程，可以使

用最小二乘反演法求解，即在先验信息 & ! )+# 的
约束下，使 #, # 最小化，求得最小二乘解 )当考虑到
噪声的影响时，要引入正则化约束，故最小二乘目标

函数为

$（#）! %)+# ( &%*
* $$

*%-#%*
*，（*3）

其中，% -#%* 为正则化约束，- 为粗糙度算子，$
为折中因子 )
在自适应 45,加权最小二乘反演重建方法中，

引入柯西分布约束作为正则化项，极小化如下泛函：

.6（#）! %)+# ( &%*
* $$

*%#%*
% ) （*7）

%#%*
% 是由下式定义的自适应 45,加权范数：

%#%*
% !& &# 8 ’# 8 (* &’#

! "
" #’’’ (* ’#

!
"
("

)
))) )
)))(’#

*

*
， （*9）

其中，( 为" + " 矩阵 )当 8 ’# 8"%（ ##"）时，对角
线元素为 ": 8 ’# 8，当 8 ’# 8 ! %（ #$"）时，对角线元
素为 % )
对 $6（#）求导，并令其为 %，可得

#; ! ),) $$
* "
"’

’ (*( )’ ("

), & ) （*<）

由于 8 ’# 8 * 的形状与待重建的完整规则数据体
功率谱相似，可用 # 的周期图来近似，而 # 未知，则
用修正的周期图来迭代得到

’（(）*# ! "
"&
（(("）（&（(("））’ ) （*#）

为了保证求解稳定、收敛速度快、精度高，用预

条件共轭梯度法来求解（*<）式 )引入预条件方程 /

! "
("

(’ #;，则有

(")’’ ( ("( )
$

/ !
&( )% ， （*&）

其中，( ( "是 ( 的逆，亦为 " + " 对角矩阵，解方程
（*&）然后用下面方程可求得待重建数据：

#; ! ("’’ ( ("/ ) （2%）
由于方程（*&）中的 ) 是系数矩阵算子，则 )’’

就可组成非均匀傅里叶变换算子 )我们可利用非均
匀快速傅里叶变换算法来计算 )’’ )
令

$ ! )’’， （2"）
则方程（*&）改写为

("$( =( )
$

/ !
&( )% ) （2*）

因此，基于非均匀快速傅里叶变换的最小二乘

反演地震数据重建可描述为下列过程：

（"）对实测数据做非均匀快速傅里叶变换，求得
功率谱的初始估计 8 ’# 8

（%）；

（*）通过非均匀快速傅里叶变换解公式（2"），求
得矩阵 $；
（2）用预条件共轭梯度算法解公式（2*），由公式

（2%）得到 0#（%）；
（3）利用修正的周期图，计算加权函数 8 ’# 8

（(）；

（7）当满足%);（(）( );（( ( "）%
%);（(）%

>%时，迭代终止，

否则回到（2）继续 )

3 理论模型试验

根据本文的理论方法和计算步骤，首先用最简
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单的理论模型（单个高频线性同相轴）进行试算 !非
均匀地震数据 "#道，时间采样间隔 " $%，理论同相
轴有 "处缺失不同数量的道，见图 &’!用本文方法重
建地震数据，共 ()道，见图 &*!从图 &*可以看出，有
效信号基本能够恢复出来了 !

图 +’的理论数据模型中有四个低频弯曲同相
轴，共 ("道，其中有 &,道为空道，时间采样间隔为 "
$%!用本文方法重建地震数据，预条件共轭梯度迭
代 -#次，见图 +*!从图 +*可以看出，同相轴很好地
被重建了 !

图 & 非均匀地震数据模型（单个高频线性同相轴）（’）和基于非均匀快速傅里叶变换的最小二乘反演重建结果（*）
./0!& 123 453635 %3/%$/7 8’9’ $:83; </92 %/50;3 2/02=>?3@4357A ;/53’? 36359（’），

’58 /9% ?37:5%9?479/:5 *A 923 ;3’%9 %@4’?3% /563?%/:5 *’%38 :5 B..1（*）

图 + 非均匀地震数据模型（四个低频弯曲同相轴）（’）和基于非均匀快速傅里叶变换的最小二乘反演重建结果（*）
./0!+ 123 453635 %3/%$/7 8’9’ $:83; </92 >:4? ;:<=>?3@4357A 74?63 36359（’）

’58 /9% ?37:5%9?479/:5 *A 923 ;3’%9 %@4’?3% /563?%/:5 *’%38 :5 B..1（*）

) 实际地震数据试验

某油田的一块实际二维地震资料，这里任取其

中地震道时间 - %到 & %，共 C"道数据，道之间非均

匀分布，见图 "’!利用本文方法对该非均匀地震数
据重建，共 --#道，见图 "*!图 "7为常规的最小二乘
反演法的重建结果 !
对比非均匀快速傅里叶变换最小二乘反演法重

建前后的地震剖面可以看出，重建道与原始道具有
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图 ! （"）某油田实际二维不规则资料，（#）基于非均匀快速傅里叶变换的最小二乘反演重建结果，
（$）常规的最小二乘反演重建结果 %

&’(% ! （"）)*+ ,"- ./0 12+3+2 4+’45’$ 6"7" 8,95 92+ 9’:/8’+:6，（#）;74 ,+$9247,1$7’92 #< 7*+
:+"47 4=1",+4 ’23+,4’92 #"4+6 92 >&&)，（$）;74 ,+$9247,1$7’92 #< 7*+ $923+27’92": :+"47 4=1",+4 ’23+,4’92%

很好地连续性，原始图像的构造特征在重建后的图

像中更加明显，变化更加自然 %而常规最小二乘反演
法的重建结果不能很好的恢复同相轴的信息 %

? 结 论

本文所提的基于非均匀快速傅里叶变换的最小

二乘反演法，假定重建的地震数据在空间是带限的，

由不完整的非均匀地震数据反演重建完整的均匀地

震数据 %反演重建中，引入自适应 0&)加权范数正
则化约束，使得重建结果带限，并受功率谱支持和谱

形状约束 %从非假频的低频信号计算出的加权算子
可以有效地削减高频信号的假频现象 %非均匀数据
的傅里叶变换采用非均匀快速傅里叶变换算法，极

大地提高了计算速度 %反演求解中，采用预条件共轭
梯度法迭代求解，保证解的稳定和收敛速度 %理论模
型和实际资料试验表明本文方法计算稳定，速度快，

精度高、实用性强 %
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