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天体运行轨道的背景介质理论导引与自相似

分形测度计算的分维微积分基础

阎　坤

（西安现代非线性科学应用研究所，西安７１００６１）

摘　要　通过讨论天体运行背景介质理论的连续轨道及离散轨道这二个研究方向的基础假设，介绍了天体运行轨道

的具体方程形式及理论框架概要；进一步地通过讨论天体运行轨道Ｂｉｎｅｔ方程的一般形式及其行星近日点进动角的

解，给出了连续轨道理论与Ｎｅｗｔｏｎ理论及Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论的联系与区别；通过讨论天体运行轨道的分维扩展方

程，给出了包括太阳系行星、天王星卫星、地球卫星、绕月航天器等在内的离散轨道（稳定性轨道）方程及其预言数据．

特别地，作为对天体在较为广泛区域作用曲线的初步探讨推论，指出仅由天体引力难以形成质量密度趋于无穷大的

理想黑洞．通过讨论一般函数的分维导数的位置假设及幂函数的分维导数的形式假设，进一步明晰了幂函数的分维

导数、分维微分及分维积分的具体方程形式，给出分维导数与分数阶导数的区别，随后讨论了基于一般分形测度的分

维微积分形式定义导出的自相似分形的测度计算方程具体形式，给出了其与目前 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度方法（覆盖方法）的

区别，并对包括三分Ｃａｎｔｏｒ集合、Ｋｏｃｈ曲线、Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ垫片及正交十字星形等自相似分形在内的测度进行了计算分

析．
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０　引　言

在采用Ｅｕｃｌｉｄ几何的Ｎｅｗｔｏｎ天体力学之后，

目前关于天体运行轨道的描述主要有三个研究方

向，其一是采用Ｒｉｅｍａｎｎ几何的Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对

论描述［１～３］，其二是仍采用Ｅｕｃｌｉｄ几何的背景介质

理论连续轨道描述［４，５］，其三是采用 Ｍａｎｄｅｌｂｏｒｔ分

形几何的分维扩展离散轨道描述［４］．

极限上，上述前二个方法都要求在极弱场情况

下方程能够退化为 Ｎｅｗｔｏｎ方程形式，在弱场情况

下能够给出符合诸如行星近日点进动数据［６］的解．

与连续轨道理论模式相比，后面的第三个描述

离散轨道理论则属于稳定轨道理论模式，目前已给

出部分天体的离散轨道方程具体形式．

天体运行背景介质理论的离散轨道描述是基于

分维扩展方法建立的，其深入的研究尚依赖于分维

数学解析基础的确立和发展．

目前在非整数阶导数的表述形式与自相似分形

的测度计算领域，现各有二个方向；在非整数阶微积

分方面，其一是基于Γ函数或整数阶积分变换直接

外推默认的分数阶微积分［７～１１］，其二是基于相邻整

数阶导数位置假设的分维微积分［１２，４］；在自相似分

形测度计算方面，其一是基于 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度的覆

盖方法［１３～１６］，其二是基于分维微积分表述的测度计

算方程方法［１２，４］．

为明晰天体运行轨道背景介质理论的连续轨道

描述及离散轨道描述、分维微积分及自相似分形测

度计算的基础假设、主线推演脉络、部分结论，本文

在天体运行轨道方程方面，将进一步明确连续轨道

理论及离散轨道理论［４，５］的基础假设，对主线推演脉

络给出初步总结，讨论连续轨道理论与Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广

义相对论之间的关系与区别，给出离散轨道理论的

方程形式及其预言数据，并对连续轨道与离散轨道

共同的背景介质理论基础进行讨论，以为深入理解

自然现象及研究建立更基本的天体运行轨道理论提

供参照框架．在分维数学的分维微积分与自相似分

形测度计算方面，本文将进一步明晰资料［１２，４］中

有关分维微积分的基础假设及自相似分形测度的分

维微积分定义形式，总结幂函数的分维微积分具体

形式及自相似分形的测度计算方程，给出分维导数

与分数阶导数的关系与区别，并对包括三分Ｃａｎｔｏｒ

集合、Ｋｏｃｈ曲线、Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ垫片及正交十字星等自

相似分形测度进行计算分析，以为建立分维数学的

解析体系提供前期探索铺垫，为深入研究天体运行

轨道理论提供数学基础，为自然界更为广泛现象的

非线性过程描述提供可能的解析途径．

１　天体运行背景介质理论的连续轨道描述

在Ｎｅｗｔｏｎ引力理论及Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论之

后，描述天体运行轨道的背景基本被简化为一理想

的可延伸坐标系空架．背景介质理论在基础假设上

则引进背景介质层壳常数，认为天体总处在与背景

介质相互作用的能量动态平衡中，所描述的天体运

行轨道在形式上则进一步分为连续轨道及离散轨

道．

下面讨论天体运行的连续轨道理论框架，描述

的主要内容来源于资料［４，５］，并在其推演过程上予

以适当调整补充．

１．１　能量曲率方程假设

假设：一初始能量为犈ｍｓ的质点粒子在能量为

犈Ｍ 的物体作用下，从狉到狉＋ｄ狉处作功，粒子能量

犈ｍ＝犿犮
２ 的变化－ｄ犈ｍ 正比于犈Ｍ、犈ｍ、及物体从狉

到狉＋ｄ狉处背景介质层壳曲率犓狉 的变化ｄ犓狉，粒子

能量曲率方程为

－ｄ犈ｍ＋η犈ｍ犈Ｍｄ犓狉 ＝０， （１）

式中η为介质层壳常数，犈ｍ 为质点粒子的Ｅｉｎｓｔｅｉｎ

能量

犈ｍ ＝犿犮
２
＝

犿０犮
２

１－犞
２
ｍ犮
－

槡
２
，

犿０、犿、犞ｍ 分别为质点粒子的静止质量、运动质量、

及在物体作用下产生的运动速度；犮为真空介质常

数，其在数值及量纲上等于真空中光速．

１．２　能量曲率方程的条件解

如取曲率函数

犓狉 ＝犓（狉
－１），

则有粒子能量解的函数形式以及粒子势能、作用力

２５４
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分别为

犈ｍ ＝犿犮
２
＝犳（犆ｒ０狉

－１）， （２）

犝ｍｒ＝犈ｍｓ－犈ｍ，　犝ｍｒ（狉→∝）＝０ （３）

犉Ｍｍ ＝－
ｄ犝ｍｒ

ｄ狉
，

式犆ｒ０中为待定常量，狉狉０，狉０ 为物体的半径，犆ｒ０狉
－１

为无量纲参量．

现考虑质点粒子在物体的背景介质球形层壳中

犓狉 ＝狉
－１，

同时忽略物体的运动能量及旋转能量，即

犈Ｍ ＝犈Ｍ０ ＝犕０犮
２，

得此条件下能量曲率方程（１）式的一般解能量方程

及势能方程分别为

犈ｍ ＝犿犮
２
＝犿０犮

２ｅｘｐη
犕０犮

２

狉
＋（ ）σ ， （４）

犝ｍｒ＝犈ｍｓ－犿０犮
２ｅｘｐη

犕０犮
２

狉
＋（ ）σ ， （５）

式中σ为待定常量，

犈ｍｓ＝犿０犮
２ｅｘｐσ．

根据势能方程（５）式，得作用力方程及其二个条

件解分别为

犉Ｍｍ ＝－
ｄ犝ｍｒ

ｄ狉

＝－η犮
４犕０犿０
狉２
ｅｘｐη

犕０犮
２

狉
＋（ ）σ ， （６）

犉Ｍｍ ＝－η犮
４犕０犿０
狉２

１＋η
犕０犮

２

狉
＋（ ）σ ，

　　　　　　　　η
犕０犮

２

狉
＋σ１

犉Ｍｍ ＝－η犮
４犕０犿０
狉２

，　η
犕０犮

２

狉
＋σ→０ （７）

方程（７）式与Ｎｅｗｔｏｎ引力方程

犉Ｍｍ ＝－犌
犕０犿０
狉２

具有相同的形式，故可确定Ｎｅｗｔｏｎ引力常数

犌＝犮
４

η． （８）

根据（４）、（８）二式得质点粒子在引力作用下的

运动速度及其一条件解形式分别为

犞２ｍ ＝犮
２ １－ｅｘｐ －

２犌犕０

犮２狉
－２（ ）（ ）σ ， （９）

犞２ｍ ＝犮
２ １－ １－

２犌犕０

犮２狉
－２（ ）（ ）σ

＝犌犕０

２

狉
＋
２犮２σ
犌犕（ ）

０

，２犌犕０

犮２狉
＋２σ→０ （１０）

由Ｎｅｗｔｏｎ第二定律及引力定律（７）式得Ｎｅｗ

ｔｏｎ引力方程组

犞２ｍ ＝
ｄ狉
ｄ（ ）狋

２

＋ 狉
ｄφ
ｄ（ ）狋

２

，

犿０
ｄ２狉

ｄ狋２
－狉

ｄφ
ｄ（ ）狋（ ）

２

＝－犌
犕０犿０
狉２

，

犿０ 狉
ｄ２φ
ｄ狋２
＋２
ｄ狉
ｄ狋
ｄφ
ｄ（ ）狋 ＝０

烅

烄

烆
，

（１１）

进一步得Ｎｅｗｔｏｎ轨道方程的活力积分公式及角动

量守恒方程

犞２ｍ ＝
ｄ狉
ｄ（ ）狋

２

＋ 狉
ｄφ
ｄ（ ）狋

２

＝犌犕０

２

狉
－
１（ ）犪 ，

犿０狉
２ｄφ
ｄ狋
＝犔０

烅

烄

烆
，

（１２）

式中φ为行星轨道平面的极坐标角度，狋为行星运行

时间参量，

犔０ ＝ 犪（１－犲
２）犌犕槡 ０犿０，

为角动量常数，犪为轨道半长径，犲为行星轨道偏心率．

由（１２）式得（１０）式与之相对应的待定常量为

σ＝－
犌犕０

２犮２犪
．

在Ｎｅｗｔｏｎ引力方程（１２）式中消去时间参量狋

后，得其Ｂｉｎｅｔ方程形式为

ｄ２狌

ｄφ
２＋狌＝狌０， （１３）

式中参量

狌＝
犌犕０

狉
，　狌０ ＝

犌犕０犿０
犔（ ）
０

２

＝
犌犕０

犪（１－犲
２）
．

这里给出已知的Ｎｅｗｔｏｎ引力理论主脉络（７）、

（１１）、（１２）、（１３）四式，旨在确定方程（１）式中的介质

层壳常数η及其解能量解方程（４）式中的待定常量

σ，并为天体运行轨道的一般性Ｂｉｎｅｔ方程探讨提供

框架参照及方程形式验证．

１．３　行星运行轨道的参量方程形式假设

假设：行星运行轨道的参量方程形式为

犞ｍ

ｄ犞ｍ

ｄ狉
＋犅

ｄφ
ｄ狋
＝０， （１４）

式中犅为待定函数．

当犅为常量时，由（１２）式得

犅＝犌
犕０犿０
犔０

；

故得行星运行轨道的参量方程为

犞ｍ

ｄ犞犿

ｄ狉
＋
犌犕０犿０
犔０

ｄφ
ｄ狋
＝０． （１５）

方程（１５）式是由向心力方程（１２）式给出的，但

由于（６）式不是单一的向心力，尚难以通过类如

３５４
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Ｎｅｗｔｏｎ方程（１１）式的力合成形式给出后面的角动

量方程（１６）式，故引入（１４）式假设．进一步的研究将

表明方程（１４）式应是可以被严格导出的结论．

上述假设的正确性将通过兼容Ｎｅｗｔｏｎ引力理

论及Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论的有关结论予以验证．

这里需着重指出，上述方程（１）、（１４）二式是属

于探讨性质的，由于包含有条件假设的成分，故其严

格表述形式尚需要作进一步的研究予以确定．

１．４　行星运行轨道的一般性犅犻狀犲狋方程形式

由（１５）、（９）二式得角动量方程为

犿狉２
ｄφ
ｄ狉
＝犔０ｅｘｐ －

犌犕０

犮２狉
－（ ）σ ，

即轨道方程为

犞２ｍ ＝
ｄ狉
ｄ（ ）狋

２

＋ 狉
ｄφ
ｄ（ ）狋

２

＝犮
２ １－ｅｘｐ －

２犌犕０

犮２狉
－２（ ）（ ）σ ，

犿０狉
２ｄφ
ｄ狉
＝犔０ｅｘｐ －

２犌犕０

犮２狉
－２（ ）σ

烅

烄

烆
．

（１６）

由（１６）式得天体运行轨道的一般性Ｂｉｎｅｔ方程

形式为

ｄ２狌

ｄφ
２＋狌＝狌０（２ｅｘｐ（４犮

－２狌＋４σ）

　　－ｅｘｐ（２犮－
２狌＋２σ））． （１７）

在极弱场时，因

４犮－２狌＋４σ→０，

故将方程（１７）式右边予犮－２狌＋σ以零阶Ｔａｙｌｏｒ级数

展开得Ｎｅｗｔｏｎ引力理论的Ｂｉｎｅｔ方程形式（１３）式

ｄ２狌

ｄφ
２＋狌＝狌０，　４犮

－２狌＋４σ→０ （１８）

１．５　行星近日点进动的解析分析

在弱场时，因

４犮－２狌＋４σ１，

故将方程（１７）式右边予以一阶Ｔａｙｌｏｒ级数展开得

ｄ２狌

ｄφ
２＋狌＝狌０（２（１＋４犮

－２狌＋４σ）

　　　　－（１＋２犮－
２狌＋２σ））

＝狌０（１＋６犮
－２狌＋６σ）；

故得在弱场时的Ｂｉｎｅｔ方程形式为

ｄ２狌

ｄφ
２＋（１－６犮

－２狌０）狌＝狌０（１＋６σ），

　　　　　　　　　４犮
－２狌＋４σ１ （１９）

方程（１９）式的解为

狌＝狌０
１＋６σ
１－６犮

－２狌０
＋犆０ｃｏｓ １－６犮

－２狌槡 ０（ ）φ ，

（２０）

这里犆０＞０为待定常量．

由（２０）式得

ｄ狌
ｄφ
＝－犆０ １－６犮

－２狌槡 ０ｓｉｎ １－６犮
－２狌槡 ０（ ）φ ．

（２１）

当ｄ狌
ｄφ
＝０时，行星处于远日距离狉ｍａｘ或近日距离

狉ｍｉｎ；当行星处于其中的近日点距离狉ｍｉｎ时，由方程

（２０）、（２１）二式得行星轨道相邻二周近日点运行角

度φ０ 的方程为

－犆０ １－６犮
－２狌槡 ０ｓｉｎ １－６犮

－２狌槡 ０φ（ ）０ ＝０，

故得

１－６犮
－２狌槡 ０φ０ ＝２π， （２２）

相应地此时狌取极大值

狌ｍａｘ＝犌犕０狉
－１
ｍｉｎ，

解得犆０ 及φ０ 分别为

犆０ ＝
犌犕０

狉ｍｉｎ
－狌０

１＋６σ
１－６犮

－２狌０
，

φ０ ＝
２π

１－６犮
－２狌槡 ０

≈２π（１＋３犮
－２狌０）

＝２π＋６π犮
－２狌０． （２３）

故得弱场时行星轨道近日点进动角Δφ０ 为

Δφ０ ＝φ０－２π＝
６π
犮２
狌０ ＝

６π犌犕０

犮２犪（１－犲
２）
． （２４）

方程（２４）式与Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论给出的较为

符合实际观测数据的结论［６］一致．

１．６　连续轨道理论与犈犻狀狊狋犲犻狀广义相对论的区别

在体系构造上，任何关于天体运行的连续轨道

理论都应有其具体的Ｂｉｎｅｔ方程形式，并应在极弱

场时退化为 Ｎｅｗｔｏｎ理论形式，在弱场时给出诸如

行星近日点进动速率的解．

由上述关于离散轨道的分析可见，其Ｂｉｎｅｔ方

程（１７）式在

４犮－２狌＋４σ→０

时退化为Ｎｅｗｔｏｎ引力理论的Ｂｉｎｅｔ方程形式（１３）

式，在

４犮－２狌＋４σ１

时其Ｂｉｎｅｔ方程的解则与Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论得出

的结论一致．上述过程分别对应于（１７）式方程右边

进行的Ｔａｙｌｏｒ级数零阶展开与一阶展开．

在Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论中，天体运行轨道的Ｂｉ

ｎｅｔ方程形式为

ｄ２狌

ｄφ
２＋狌＝狌０＋３犮

－２狌２，

或

４５４
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ｄ２ω
ｄφ

２＋ω＝ω０＋３ω
２，

式中参量

ω＝
狌

犮２
＝
犌犕０

犮２狉
，　ω０ ＝

狌０
犮２
＝

犌犕０

犮２犪（１－犲
２）
．

上述广义相对论的Ｂｉｎｅｔ方程在极弱场时因

３犮－２狌→０，故能够退化为Ｎｅｗｔｏｎ引力理论的Ｂｉｎｅｔ

方程（１３）式的形式．

连续轨道理论的Ｂｉｎｅｔ方程（１７）式与广义相对

论的Ｂｉｎｅｔ方程形式相比较，显然（１７）式较为复杂．

但广义相对论的Ｂｉｎｅｔ方程在弱场３犮－２狌１时，不

能转化为类如方程（１９）式的简单形式，使得方程不

能直接进行求解，需要先将此方程拆分为二个方程，

确定其近似解形式，然后代回拆分前的方程中，再经

过级数展开、截断、对比等反复步骤后，给出方程解

的具体近似表示，进而再求出行星近日点进动速率．

与Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论比较，虽然连续轨道理

论对天体运行轨道的解析推演描述稍显简练，但由

于理论包含有条件假设成分的方程（１）、（１４）二式，

故其仍是属于初步探讨性质的理论．

２　天体运行背景介质理论的离散轨道描述

与天体运行背景介质描述的连续轨道描述相对

应，如果天体运行的轨道还具有与微观粒子运动的

量子理论所描述的离散轨道相似的性质，则此离散

轨道在描述方法及方程形式上应具有天体运行所本

有的特征．

下面给出天体运行背景介质理论的离散轨道描

述，其内容来源于资料［４］，并予以适当调整补充．

２．１　分维扩展及分形扩展

２．１．１　分维扩展方程与分形扩展方程

在自然现象演化过程中，当其局部细节变化与

整体远景变化相联系时，则对应参量狓、狔的函数关

系为

犳ｐ（Δ狓，Δ狔）＝犳ｗ（狓，狔）． （２５）

进一步地，如果在标度ε层面上变化单元的数量狀

（自然数）相对ε局部细节的变化率与整体远景的平

均变化率相联系，则由（２５）式得相似扩展方程

犳ｐ
Δ狀（ ）Δε

＝犳ｗ 狊（ε，狀）
狀（ ）ε ， （２６）

式中狊（ε，狀）为相似函数．

由（２６）式得相似扩展方程最简单的具体形式为

ｄ狀
ｄε
＝ 狊（ε，狀）

狀

ε
，　狀（ε＝１）＝１ （２７）

其二展开方程形式为

ｄ狀
ｄε
＋狊（ε，狀）

狀

ε
＝０，　狀（ε＝１）＝１ （２８）

ｄ狀
ｄε
－狊（ε，狀）

狀

ε
＝０，　狀（ε＝１）＝１ （２９）

当狊（ε，狀）相对狀、ε为常数时，取（２８）、（２９）二式

中的狊（ε，狀）分别为

狊（ε，狀）＝α０，

狊（ε，狀）＝β０，

则得

ｄ狀
ｄε
＋α
狀

ε
＝０，　狀（ε＝１）＝１ （３０）

ｄ狀
ｄε
－β
狀

ε
＝０，　狀（ε＝１）＝１ （３１）

将（３０）式称为自相似分形方程，式中α为分形

维数．为略加区分这二个展开形式，将（３０）式称为分

形扩展方程，将（３１）式称为分维扩展方程，则相应地

α为分形扩展维数，β为分维扩展维数．

下面圆内接弦的扩展是较广泛意义上的相似扩

展形式．将半径为犚的圆依次进行２２、２３，乃至２犑 等

分，并依次连成圆内接弦，则仅依据Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ（约

公元前５８０～前５００年）的勾股弦定理即可得到圆内

接弦的总长度犾Ｓ犑与直径２犚之比在极限上为圆周率

的无理数表述形式

π＝ｌｉｍ
犑→∝

犾Ｓ犑
２犚

＝ｌｉｍ
犑→∝
２犑－１ ２－ ２＋ ２＋…＋槡槡槡槡 ２ ，

这里自然数犑２，式中右边的根号共有犑－１重，根

号内２的个数也共有犑－１个．

在犑＝１６时，得π≈３．１４１５９２６５３３．

因在距今３１２０年前中国的方算书《周髀算经》

中具备了“勾广三，股修四，弦隅五”的论述，到距今

２５００年前古希腊的Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ证明了勾股弦定理，

并掌握了无理数的运算规律，故由上述相似扩展得

到的方程可初步推论关于圆周率的一个严谨表述在

Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ的时代可能已经给出，其比距今１５００年

前中国南北朝的祖冲之（公元４２９－５００年）断定圆

周率取值在３．１４１５９２６与３．１４１５９２７之间的结论要

早１０００年左右，表述也更为深刻．

２．１．２　分维扩展方程与分形扩展方程的性质

由（３０）式得分形扩展曲线的分形扩展维数α及

在标度ε（ε＝λ犾
－１
０ ）层面上的长度犾狀 为

α＝－
ｌｎ狀
ｌｎε

， （３２）

犾狀 ＝狀λ＝犾０狀
１－α

－１

， （３３）

５５４
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式中犾０ 为分形扩展初始长度，λ为分形单位．

根据（３１）式得分维扩展曲线的分维扩展维数β
及在标度ε（ε＝λ犾

－１
０ ）层面上的长度犾狀 为

β＝
ｌｎ狀
ｌｎε

， （３４）

犾狀 ＝狀λ＝犾０狀
１＋β

－１

， （３５）

式中犾０ 为分维扩展初始长度，λ为分维单位．

天体运行轨道曲线即主要包含上面二个扩展层

次，一是天体在主天体作用下产生运行轨道基线的

分维扩展层次，二是在背景介质及其它天体的作用

下于轨道基线一维势阱中再次产生的整体上环绕基

线、细节上下一重环绕上一重的多重分形扩展层次．

对于天体的运行，目前主要讨论其在主星体作

用下产生轨道基线的分维扩展层次的性质，即在初

始扩展长度犾０ 上分维扩展生成的轨道基线长度方

程（３５）式．

２．２　天体运行轨道的基线假设

假设：天体在主星体作用下生成其运行轨道基

线周长犾狀 的初始扩展长度为

犾０ ＝２πμ犈
κ
Ｍ， （３６）

其中μ为天体运行离散轨道常数，κ为待定常数，犈Ｍ

为天体围绕的主星体能量．

２．３　天体运行的离散轨道方程

根据（３５）、（３６）二式得天体运行的离散轨道方

程为

犾狀 ＝２πμ犈
κ
Ｍ狀
１＋β

－１

． （３７）

考虑忽略主星体整体自旋转能量及运动能量的

影响，有

犈Ｍ ＝犈Ｍ０ ＝犕０犮
２，

这里犕０ 为主星体的静止质量．（３７）式成为

犾狀 ＝２πμ犈
κ
Ｍ０狀

１＋β
－１

． （３８）

通过对太阳系部分行星及其卫星轨道基线数据

的分析，初步确定天体离散轨道常数μ、待定常数κ、

分维扩展维数β的数值估计分别为

μ＝６．００×１０
－２０ｍ－０．２１ｋｇ

－０．６０５ｓ１．２１， （３９）

κ＝０．６０５， （４０）

β＝１．００． （４１）

方程（３６）、（３８）二式成为

犾０ ＝２πμ犈
０．６０５
Ｍ０ ， （４２）

犾狀 ＝２πμ犈
０．６０５
Ｍ０ 狀

２． （４３）

由于尚未考虑各作用天体整体旋转能量、运动

能量等的影响，所以诸常数更为准确的数值还有待

于深入研究分析予以确定．

２．４　部分天体运行离散轨道方程的具体形式

２．４．１　太阳系中诸行星运行的离散轨道

根据太阳质量为１．９８９×１０３０ｋｇ的数据及（４３）

式，得其诸行星离散轨道方程为

犾狀 ＝０．０９７５狀
２ＡＵ ， （４４）

将诸行星轨道数据与（４４）式进行比较，得含有一相

对１％小数值０．００１ＡＵ波动量的方程为

犾狀 ＝ （０．０９７５±０．００１）狀
２ＡＵ ． （４５）

２．４．２　天王星诸卫星运行的离散轨道

根据天王星质量为８．６８９×１０２５ｋｇ及（４３）式，

得其卫星离散轨道方程为

犾狀 ＝３．３６×１０
４狀２ｋｍ ． （４６）

２．４．３　地球卫星运行的离散轨道

根据地球质量为５．９７６×１０２４ｋｇ的数据及（４３）

式，得其卫星离散轨道方程为

犾狀 ＝６．６５×１０
３狀２ｋｍ ． （４７）

２．４．４　绕月天体运行的离散轨道

根据月球质量为７．３５０６×１０２２ｋｇ的数据及

（４３）式，得绕月天体运行的离散轨道方程为

犾狀 ＝４６５狀
２ｋｍ． （４８）

２．５　离散轨道理论的预言数据

离散轨道与连续、平衡性轨道相比，则属于稳定

性轨道，其显著的特征是当天体卫星处于稳定轨道

附近运动时，在受到微量扰动后卫星的运动状态会

逐渐恢复到受扰动以前的状态．

下面给出部分天体卫星的稳定轨道预言数据，

以供对离散轨道理论作出有效验证．

２．５．１　太阳系行星运行的第１层离散轨道的预言

根据太阳诸行星运行的离散轨道方程（４４）式，

取太阳赤道平均直径以１．３９×１０６ｋｍ计，得在水星

所处第５层离散轨道之前的四层距日心平均距离

（ＡＵ）分别为：

第１层：０．０１５５±０．０００１６（约在距太阳表面外１

个太阳直径距离的附近）；

第２层：０．０６２１±０．０００６４（约在距太阳表面外６

倍太阳直径距离的附近）；

第３层：０．１４０±０．００１４；

第４层：０．２４８±０．００２５．

２．５．２　天王星卫星第８层离散轨道的预言

根据天王星卫星离散轨道方程（４６）式，可得在

天卫Ⅱ与天卫Ⅲ之间的第８层天卫所在离散轨道周

长为２．１５０×１０６ｋｍ，距天王星中心平均距离为

狉ｕｃａ８ ＝３．４２２×１０
５ｋｍ，

其第１２层天卫所在的离散轨道周长为４．８３８×１０６

ｋｍ，距天王星中心平均距离为７．７０１×１０５ｋｍ．

６５４
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２．５．３　地球卫星第３层离散轨道的预言

根据地球卫星离散轨道方程（４７）式，取地球半

径平均值为６３７１ｋｍ，得前二层皆处于地球内部，离

地球表面最近的是第３层离散轨道，其处于地球表

面外３１５４ｋｍ处的大气圈外层；第４层离散轨道则

处于地球表面外１．０５６×１０４ｋｍ处．

２．５．４　绕月航天器第５层离散轨道的预言

取月球平均半径为１７３８ｋｍ，根据（４８）式，得绕

月航天器离散轨道的前４层平均半径皆小于月球半

径，第５层离散轨道则处在月球表面外

狉ｍｓａ５ ＝１１２ｋｍ，

在距月球表面外９０ｋｍ内轨道不稳定；第６、１０、２０

层离散轨道分别处在月球表面外的９２６ｋｍ、５６６３

ｋｍ、２７８６５ｋｍ处．

２．６　离散轨道理论的意义

离散轨道理论对于探索搜寻新的天体、设计地

球卫星运行轨道、绕月航天器运行轨道等具有理论

推演及方案选择上的参考意义．

在２００７年的探月计划中，中国探月卫星“嫦娥

一号”绕月航天器预计在距离月球表面２００ｋｍ处的

初始圆轨道上运行，然后逐渐下降到１００ｋｍ处附近

轨道；而印度的“月球初航（Ｃｈａｎｄｒａｙａａｎ１）号”探月

飞船预计在距月球表面１００ｋｍ的轨道上运行．

如果以月球卫星离散轨道（４８）式作为计算参

考，则可得上述中国选择的绕月初始圆轨道较偏离

于稳定轨道，而下降后的轨道及印度选择的绕月轨

道则较为接近在第５层稳定轨道附近运行．

通过进一步的理论研究及实验验证，明确离散

轨道的机理并修正有关参量、系数，则可加深对天体

运行轨道的认识理解，并可考虑将天体卫星的离散

轨道选择为宇航器的驻留轨道．

２．７　天体运行背景介质理论的基础展望及初步推论

天体运行背景介质理论所包含的连续轨道描述

与离散轨道描述目前尚处于并行状态，不能从其中

的一个分支理论自然导出另一个分支理论；其中离

散轨道理论目前还需要来自连续轨道理论的部分支

持，在基础及方法上也还具有数学统计的成分，方程

中的待定系数仍需要由有关观测数据资料予以进一

步校核确认．

２．７．１　基础展望

在共同的背景介质理论的基础上，天体运行的

连续轨道理论及离散轨道理论，将只是一组天体运

行在介质层壳中能量动态平衡方程解的二个极限形

式，同时方程亦将给出天体作用的明显尺度特征．在

更广泛的区域中，天体作用可以近似展开为诸如下

面（４９）式的方程描述

犉（狇狉）＝犉ｐ（狇狉）Φ（狇狉）， （４９）

式中

狇＝
犮２

犌犕０

＝
１

η犕０犮
２
， （５０）

犉ｐ（狇狉）＝－
狇犿０犮

２

（狇狉）
２ｅｘｐ

１

狇狉
－
１

２狇（ ）犪 ， （６Ａ）

Φ（狇狉）为待定周期性衰减函数．

方程犉（狇狉）的趋势性曲线如图一所示．

图１　天体运行轨道背景介质理论

的作用力趋势曲线图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｔｅｎｄｅｎｃｙｃｕｒｖｅｉｎｔｈｅｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ

ｍｅｄｉｕｍｔｈｅｏｒｙｏｆｃｅｌｅｓｔｉａｌｂｏｄｙｍｏｔｉｏｎｏｒｂｉｔ

　　 在图１中，点ＰＫ 与点ＰＪ 为曲线过零点，在细

化上曲线于点ＰＫ 之前及点ＰＪ 之后还都存在过零

点；曲线从点ＰＡ 到点ＰＢ 段即为目前连续轨道方程

犉ｐ（狇狉）所近似描述的曲线部分．

上述思想描述了一个多尺度层面波动嵌套（分

形）图景，其中方程犉ｐ（狇狉）即为一较大尺度层面波

动的一段近似构成部分，而犉ｐ（狇狉）本身又仅是一较

小尺度层面波动曲线的基线近似方程。

关于引力在多尺度层面上规律的更深入分析，

则宜基于分维数学的研究结论所提供的描述框架。

２．７．２　初步推论

作为对天体在较为广泛区域作用曲线的初步探

讨推论，一方面，从点ＰＫ 到点ＰＡ 之间引力不会出

现奇点或无穷大，质量坍塌难以无限制地持续进行，

即仅由引力难以形成质量密度趋于无穷大的理想黑

洞；另一方面，在由点ＰＢ 到点ＰＪ 段，引力从开始出

现细微波动，至波动变大逐渐明显偏离方程犉ｐ（狇狉）

（包括Ｎｅｗｔｏｎ引力规律），即与方程犉ｐ（狇狉）比较，将

７５４
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产生引力增加、减小等波动。同时，在将星系作为微

尘颗粒定义的体系里，运动规律自有与该层面相对

应的方程形式。

对于在天体运行背景介质理论建立的初期阶

段，一般先拟就有几个相互衔接重叠的过渡性理论

予以先验毛估及粗略贯通是重要的；在此探索过程

中，不易避免的是其体系中裹含有无法消除的经验

假设及混合拼凑的成分；这也是逻辑基础及数理语

言的盲区，致使不能建立出完全消除这些成分的理

想解析体系．

在至为根本的层面上，自然不昧因果并超越逻

辑；逻辑的作用在于指向或导向究竟，但逻辑远不是

究竟本身；在逻辑与究竟之间还存在思维极难以触

及的区域，对形式与内涵之间转化的考察及由此建

立的逻辑推演体系难以对自然予以完备描述．在从

Ｎｅｗｔｏｎ模式导入Ｓｉｄｄｈａｒｔｈａ模式的过程中，宜兼

容而又不执著其任何状态，以免由传承转化为阻碍．

天体运行背景介质理论的离散轨道描述目前由

于在数学上采用了分维扩展方法，所以其进一步的

发展需要来自分维数学的分维微积分及分形测度计

算所提供的基础．

３　分维微积分基础初步

分维微积分在理论基础上主要依据分维导数相

对邻近规整导数的位置假设，目前此方法尚不能给

出一般函数分维导数的具体解析形式．

分维微积分与分数阶微积分有所不同，分数阶

微积分的基础主要依据规整积分变换对分数阶的默

认外推，能给出一般函数分数阶微积分的具体形式．

上述这二个研究方向在理论基础上都依赖于规

整微积分的表述，但也都缺少严格的证明．

可能的情况是这些表述皆是趋向一个较为基本

理论的过渡性近似形式．而未来可能建立的这个较

为基本的理论，将包含更为深刻普适的核心概念定

义及基础假设，Ｎｅｗｔｏｎ微积分将成为其导出结论．

下面的分维微积分主线脉络内容主要来源于资

料［１２，４］，并略作调整补充，旨在为未来的分维数学

解析体系提供前期探讨途径及框架参照．

３．１　一般函数的犖犲狑狋狅狀导数

对于一般函数犳（狓），取其在点狓处的邻域分别

为函数形式犳１（狓－犽１Δ狓）、犳２（狓＋犽２Δ狓），这里犽１、犽２

为有限非负实数，Δ狓＞０；可定义二函数在点狓处的

规整导数为

Ｄ犳（狓）＝
ｄ

ｄ狓
犳（狓）

＝ｌｉｍ
Δ狓→０

犳２（狓＋犽２Δ狓）－犳１（狓－犽１Δ狓）
（犽１＋犽２）Δ狓

．

（５１）

这里函数犳１（狓－犽１Δ狓）与犳２（狓＋犽２Δ狓）在点狓处可

以皆不连续．

特别地当二函数在点狓处的邻域具有相同函数

形式并连续，且犽１＝０、犽２＝１时，（５１）式即化简为

Ｎｅｗｔｏｎ导数形式

Ｄ犳（狓）＝
ｄ

ｄ狓
犳（狓）＝ｌｉｍ

Δ狓→０

犳（狓＋Δ狓）－犳（狓）

Δ狓
．

当二函数在点 狓 处具有相同函数形式，且

犽１＝犽２＝１时，（５１）式成为

　Ｄ犳（狓）＝
ｄ

ｄ狓
犳（狓）＝ｌｉｍ

Δ狓→０

犳（狓＋Δ狓）－犳（狓－Δ狓）

２Δ狓
．

而其规整积分形式则与同是规整积分的Ｎｅｗｔｏｎ积

分具有相同的表述形式；可得函数犳（狓）在点狓处的

分维导数Ｄα犳（狓）具有性质

Ｄα犳（狓）＝
Ｄα１犳（狓），　α＝α１

Ｄα２犳（狓），　α＝α
烅
烄

烆 ２

（５２）

其中０α１αα２１．

３．２　一般函数的分维导数的位置假设及导出结论

３．２．１　一般函数的分维导数的位置假设

根据（５２）式，下面给出一般函数的分维导数的

位置假设．

假设：分维导数 Ｄα犳（狓）（如果存在）处于

Ｄα１犳（狓）与Ｄα２犳（狓）之间，即

ｍｉｎ｛Ｄα１犳（狓），Ｄα２犳（狓）｝Ｄ
α
犳（狓）

　　 ｍａｘ｛Ｄ
α１犳（狓），Ｄα２犳（狓）｝， （５３）

其中０α１αα２１．

３．２．２　位置假设的连续性基础及导出结论

位置假设是基于下面对方程（５２）式予连续性质

以进一步描述的方程（５４）式．

当０Δα１时，分维导数Ｄα犳（狓）（如果存在）

处于Ｄα－Δα犳（狓）与Ｄα
＋Δα
犳（狓）之间，即

ｍｉｎ｛Ｄα－Δα犳（狓），Ｄα
＋Δα
犳（狓）｝Ｄ

α
犳（狓）

　　 ｍａｘ｛Ｄ
α－Δα
犳（狓），Ｄα

＋Δα
犳（狓）｝， （５４）

ｌｉｍ
Δα→０
Ｄα－Δα犳（狓）＝ｌｉｍ

Δα→０
Ｄα＋Δα犳（狓）＝Ｄ

犪
犳（狓），

式中０Δα１．

方程（５４）式是属于经验性质的，其依赖于犳（狓）

的函数形式、α的值及Δα的微小值．

由位置假设（５３）式，得Ｄα犳（狓）通过方程

Ｄα１犳（狓）－Ｄα２犳（狓）＝０，０α１αα２１

的根狓犽（如果存在）所在位置
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（狓犽，Ｄ
α１犳（狓）（狓＝狓犽）），

即在根狓犽 所在位置有

Ｄα１犳（狓）狘狓＝狓犽 ＝Ｄ
α２犳（狓）狘狓＝狓犽

＝Ｄ
α
犳（狓）狘狓＝狓犽． （５５）

当α１＝０、α２＝１时，（５５）式成为

犳（狓犽）＝Ｄ犳（狓）狘狓＝狓犽 ＝Ｄ
α
犳（狓）狘狓＝狓犽． （５６）

特别地，当犳（狓）＝ｅｘｐ狓时，其规整导数为

Ｄｉｎｔα犳（狓）＝Ｄ
ｉｎｔα＋１
犳（狓）＝ｅｘｐ狓，

其中ｉｎｔα为对α的取整数运算．

根据（５３）、（５６）二式及上式得

Ｄαｅｘｐ狓＝ｅｘｐ狓．

３．３　位置假设的一个等效推论

一般函数的分维导数位置假设（５３）式的一个等

效推论函数维导数为 对于给定函数犵（狓），当

０≤Δ狓１，

０≤狘（犵（狓＋Δ狓）－犵（狓－Δ狓）狘１

时，函数维导数Ｄ犵
（狓）
犳（狓）处于Ｄ犵

（狓－Δ狓）
犳（狓－Δ狓）

与Ｄ犵
（狓＋Δ狓）

犳（狓＋Δ狓）之间，即

ｍｉｎ｛Ｄ犵
（狓－Δ狓）

犳（狓－Δ狓），Ｄ犵
（狓＋Δ狓）

犳（狓＋Δ狓）｝

≤Ｄ
犵（狓）
犳（狓）≤ｍａｘ｛Ｄ

犵（狓－Δ狓）
犳（狓－Δ狓），

　　　　　　　　Ｄ犵
（狓＋Δ狓）

犳（狓＋Δ狓）｝． （５７）

故Ｄ犵
（狓）
犳（狓）通过方程

Ｄ犵
（狓＋Δ狓）

犳（狓＋Δ狓）－Ｄ犵
（狓－Δ狓）

犳（狓－Δ狓）＝０

的根所在位置，且有

ｌｉｍ
Δ狓→０
Ｄ犵

（狓－Δ狓）
犳（狓－Δ狓）＝ｌｉｍ

Δ狓→０
Ｄ犵

（狓＋Δ狓）
犳（狓＋Δ狓）

＝Ｄ犵
（狓）
犳（狓）．

进一步的研究将表明，上述推论并不总是严格

成立的．

３．４　幂函数的分维导数的形式假设

当上述函数为幂函数

犳（狓）＝狓狆，　狆＞０

时，因其规整导数

Ｄ犳（狓）＝狆狓狆
－１，

则据此下面给出幂函数的分维导数形式假设．

假设：幂函数犳（狓）＝狓狆（狆＞０）的分维导数的形

式为

Ｄα狓狆 ＝ψ（α）狓
狆－α，　０α１ （５８）

其中ψ（α）为关于α的待定函数．

３．５　幂函数的分维微积分

３．５．１　幂函数的分维导数

根据（５３）、（５６）二式得Ｄα狓狆 通过方程

犳（狓）－Ｄ犳（狓）＝狓狆－狆狓狆
－１
＝０

的根狓１＝０（狆＞０）、狓２＝狆所在位置（０，０）、（狆，狆狆），

代入（５６）、（５８）二式得

狆
狆 ＝ψ（α）狆

狆－α，

故得（５８）式中关于α的待定函数为

ψ（α）＝狆
α． （５９）

将（５９）式代入（５８）式得幂函数的分维导数具体

表述形式为

Ｄα狓狆 ＝狆
α狓狆－α，　０α１ （６０）

特别地，当狆＝１时，（６０）式简化为

Ｄα狓＝狓
１－α，　０α１ （６１）

一般地，当α０时，根据（５３）、（５６）二式，

Ｄα犳（狓）处于Ｄ
ｉｎｔα
犳（狓）到Ｄ

１＋ｉｎｔα
犳（狓）之间，则得

Ｄα犳（狓）＝Ｄα
－ｉｎｔαＤｉｎｔα犳（狓），　α０ （６２）

３．５．２　幂函数的分维微分及积分

根据（６０）、（６２）二式，得幂函数的分维微分为

ｄα狓狆 ＝狆
α狓狆－α（ｄ狓）α，　０α１ （６３）

ｄα狓狆 ＝Ｄ
α－ｉｎｔαＤｉｎｔα狓狆（ｄ狓）ｉｎｔα（ｄ狓）α－ｉｎｔα，α０

（６４）

当

［Ｉα狓狆］狘狓＝０ ＝０

时，其分维积分形式为

Ｉα狓狆 ＝ （狆＋α）
－α狓狆＋α

＝Λ
－１（α，狆）狓狆

＋α，　０α１ （６５）

Ｉα狓狆 ＝Ｉ
ｉｎｔαＩα－ｉｎｔα狓狆

＝Λ
－１（α，狆）狓狆

＋α，　α０ （６６）

其中函数Λ（α，狆）为

Λ（α，狆）＝

（狆＋α）α，　　０α１

（狆＋α－ｉｎｔα）α
－ｉｎｔα

　×Π
ｉｎｔα

犻＝１

（狆＋α－ｉｎｔα＋犻），α

烅

烄

烆 １

（６７）

当狆＝１时，（６７）式成为

Λ（α，１）＝

（１＋α）α，　　０α１

（１＋α－ｉｎｔα）α－
ｉｎｔα

　×Π
ｉｎｔα

犻＝１

（１＋α－ｉｎｔα＋犻），α

烅

烄

烆 １

（６８）

依据（６８）式亦可得Λ（α，１）为实数α＋１阶乘

（α＋１）！的一种可能表示形式

（α＋１）！＝Λ（α，１），α０

３．５．３　幂函数的分维积分与其范数的关系

作为进一步的探讨，参照赋范线性空间的范数

表述形式，当幂函数犳（狓）＝狓狆（狆＞０）满足条件

∫狘犳（狓）狘
α
－１

ｄ狓＜＋∝

时，赋予范数

９５４
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‖犳‖α－１ ＝ （∫狘犳（狓）狘
α
－１

ｄ狓）α，１α
－１
＜＋∝

得此时（６５）式的范数表述形式为

Ｉα狘犳（狓）狘＝α
－α
‖犳‖α－１，　０＜α１ （６９）

方程（６９）式如果只是针对幂函数则意义较弱，

但其对于进一步描述一般函数的分维积分与范数的

关系具有参照意义．

３．６　分维导数与分数阶导数的区别

３．６．１　Γ函数的二个近似计算公式

通过对Γ函数的深入分析，可得其二近似等式

为［４］

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－α）
＝狆

α １＋
１

７．４狆
ｓｉｎ（απ（ ）） ，（７０）

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－α）
狆
狆－α＝

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－（１－α））
狆
狆－（１－α），

（７１）

式中０α１，狆０．５．

当狆＞２．５时，（７０）式可进一步近似表示为

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－α）
＝狆

α，狆＞２．５ （７２）

根据（７１）、（７２）二式分别得Γ函数近似值计算

的二个简略公式为

Γ（狀＋２α）＝ （狀＋α）
２α－１狀！，　狀≥１ （７３）

Γ（狀＋α）＝狀α－
１狀！，　狀３ （７４）

式中０α１，狀！为自然数狀的阶乘．

计算表明，（７３）式比（７４）式的计算精度高．

３．６．２　分维导数与分数阶导数的联系与区别

分数阶导数的一些结论是从Γ函数及积分变换

方程直接默认推广得到的，对于幂函数

犳（狓）＝狓狆，　狆＞０

有分数阶导数

ｄα

ｄ狓α
狓狆 ＝

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－α）
狓狆－α． （７５）

故根据（７２）、（７５）二式得

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－α）
狓狆－α ＝狆

α狓狆－α，　狆２．５

即在此条件下分维导数与分数阶导数近似相等．

对于分维导数，根据（５５）式，函数犳（狓）＝狓狆 在

狓＝狆处的所有分维导数犇
狆１犳（狓）、犇狆２犳（狓）都相等，

狆
狆１狆

狆－狆１ ＝狆
狆２狆

狆－狆２ ＝狆
狆，

这里０狆１１，０狆２１．

对于分数阶导数，根据（７１）、（７５）二式，幂函数

犳（狓）＝狓狆（狆２．５）只在其二分数阶满足关系

狆１＋狆２＝１时才在狓＝狆处相等

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－狆１）
狆
狆－狆１ ＝

Γ（狆＋１）

Γ（狆＋１－狆２）
狆
狆－狆２，

　　　　　　　　　　　狆１＋狆２ ＝１

在一般情况下，对于分维导数有

ｄα

ｄ（狓）α
犳（狓）≠

１
（Ｄ（狓））

ｄα

ｄ狓α
犳（狓）， （７６）

ｄα

ｄ狓α
犳（τ狓）≠τ

α ｄ
α

ｄτ狓
α犳（τ狓）， （７７）

ｄα

ｄ狓α
（（狓）＋犳（狓））≠

ｄα

ｄ狓α
（狓）＋

ｄα

ｄ狓α
犳（狓），

（７８）

ｄα１

ｄ狓α１
ｄα２

ｄ狓α２
犳（狓）≠

ｄα２

ｄ狓α２
ｄα１

ｄ狓犪１
犳（狓），α１ ≠α２ （７９）

式中０α１，０＜α１＜１，０＜α２＜１，τ＞０为常系数．

上述分维导数的（７６）～（７８）三式与目前分数阶

导数的结论是有所不同的；（７９）式则表明虽然分维

导数依赖于规整导数，但却是与过程相关的．

４　自相似分形测度的分维微积分基础引论

自相似分形测度的分维微积分计算方法主要是

依据上述分维微积分的表述形式，给出能够直接进

行测度计算的方程．

这种方法的分析过程及得到的自相似分形测度

与目前普遍采用Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度方法（覆盖方法）得

到的结果不同；覆盖方法分析过程较为复杂，得到的

测度一般具有值域性，且此值域还依赖于所使用的

覆盖方式及迭代技巧，计算方法的普适性较弱．

下面给出自相似分形测度的分维微积分计算方

法，主要内容来源于资料［１２，４］，并予以适当补充．

４．１　自相似分形方程

方程（３０）式曾给出自相似分形方程形式，下面

通过一般分形方程给出自相似分形方程．

一集合初始测度犃０ 于标度ε层次上在函数

γ（ε，狀）激励下，集合单位θ（ε）的数量狀与ε之比正

比于狀相对ε的变化率，即

ｄ狀
ｄε
＋狊（ε，狀）

狀

ε
＝γ（ε，狀），狀（ε＝１）＝１ （８０）

式中比例函数狊（ε，狀）即为集合生成的相对维数．

称（８０）式为一般分形方程．这是一描述局部变

化率与整体平均变化率关系的方程．

当γ（ε，狀）＝０，且狊（ε，狀）＝α相对ε、狀为常数时，

（８０）式成为

ｄ狀
ｄε
＋α
狀

ε
＝０，　狀（ε＝１）＝１ （８１）

得

α＝－
ｌｎ狀
ｌｎε
．

故知分维数α亦为 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ分形定义“整体与局
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部以某种方式相似”中的相似方式．

上面方程（８１）式即称为自相似分形方程，其与

（３０）式相同．

４．２　分形测度的分维微积分形式定义

定义：当分形测度犃 相对分形初始测度犃０ 为

升维α（α１）时，其测度犃 为对分形相似单位函数

犳（θ）（θ∈［０，犃０］）的α－１阶积分，分维微分方程形

式为

ｄα－１犃＝犳（θ）（ｄθ）α
－１，　θ∈ ［０，犃０］ （８２）

４．３　自相似分形的测度计算方程

对于自相似分形，分形相似单位函数

犳（θ）＝θ， （８３）

依据（８２）式得其分维微分方程形式为

ｄα－１犃＝θ（ｄθ）α－
１，　θ∈ ［０，犃０］ （８４）

根据（６６）、（８４）二式，当α１时自相似分形测

度为

犃＝Ｉ
ｉｎｔ（α－１）Ｉα－１－ｉｎｔ

（α－１）
θ狘

犃
０
０ ， （８５）

根据（６５）、（６６）、（６８）、（８５）四式得自相似分形的测

度计算方程为

犃＝Λ
－１（α－１，１）犃

１＋（α－１）
０

＝Λ
－１（α－１，１）犃α０，　α１ （８６）

当０＜α１时，犃０ 为犃在逆方向上的α
－１维分

形测度，有α
－１
１．根据（８６）式得

犃０ ＝Λ
－１（α－

１
－１，１）犃α

－１

，　０＜α１ （８７）

解得当０＜α１时自相似分形测度的计算方程为

犃＝Λ
α（α－

１
－１，１）犃α０，　０＜α１ （８８）

由（８６）、（８８）二式得自相似分形的测度计算方程为

犃＝
Λ
α（α－

１
－１，１）犃α０，　０＜α１

Λ
－１（α－１，１）犃α０，　α

烅
烄

烆 １
（８９）

根据（８９）、（６８）二式，当０．５≤α≤２时，自相似

分形的测度计算方程简化为

犃＝
α
α－１犃α０，　０．５α１

α
１－α犃α０，　１α

烅
烄

烆 ２
（９０）

根据（８９）、（９０）二式可以对一些自相似分形的

测度进行计算．

４．４　自相似分形的测度计算

４．４．１　三分Ｃａｎｔｏｒ集合及Ｋｏｃｈ曲线测度

在资料［１２］中已计算给出几个较为典型自相似

分形的测度，包括三分Ｃａｎｔｏｒ集合、Ｋｏｃｈ曲线、从

二维转为一维、从三维转为二维、从三维转为一维的

Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ垫片等自相似分形的测度计算；其中在初

始测度为犾０ 时得到的三分Ｃａｎｔｏｒ集合维数

α３Ｌ２ ＝
ｌｎ２

ｌｎ３
＝０．６３１，

其测度为

犃３Ｌ２ ＝１．１８５犾
０．６３１
０ ． （９１）

这与采用传统覆盖方法得到此三分 Ｃａｎｔｏｒ集合

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度下面的结果是有所不同的；

犎Ｃａｎｔｏｒ＝１．０犾
０．６３１
０ ．

给出的Ｋｏｃｈ曲线分形维数

α３Ｌ４ ＝
ｌｎ４

ｌｎ３
＝１．２６２，

其测度为

犃３Ｌ４ ＝０．９４１犾
１．２６２
０ ． （９２）

由于（８９）式中α为犃 相对初始测度犃０ 的维

数，即α是相对维数，所以犃０ 本身即可以为分形测

度，在资料［１２］中给出有这样性质的计算实例．

下面依据基于分维微积分方法导出的自相似分

析测度方程（８９）、（９０）二式，继续给出二种正交十字

星的分形测度及二种Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ垫片的测度．

４．４．２　二种正交十字星的分形测度

取初始测度为犾０，进行２等分，在等分点处正交

生成４个等分线段，持续操作，此分形生成维数

α２Ｌ４ ＝
ｌｎ４

ｌｎ２
＝２，

依据（９０）式得其测度为

犃２Ｌ４ ＝０．５犾
２
０． （９３）

这一生成集合极限上等于在平面上以线段布满

由犾０ 为对角线的正方形面积．

当在等分点处正交生成６个等分线段时，持续

操作，则得此集合生成维数

α２Ｌ６ ＝
ｌｎ６

ｌｎ２
＝２．５８５，

依据（８９）式得此分形测度为

犃２Ｌ６ ＝０．２９５犾
２．５８５
０ ． （９４）

这一以线段生成的分形处于二维与三维之间．

４．４．３　二种Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ垫片的测度

取一正方形初始测度为犾２０，将其９等分，保留４

个顶点部分，去掉其余５个部分（开集），持续操作，

Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ尘的生成维数

α９Ｓ４ ＝
ｌｎ４

ｌｎ９
＝０．６３１，

由（９０）式得其测度为

犃９Ｓ４ ＝１．１８５犾
１．２６２
０ ． （９５）

当保留４个顶点部分，同时亦保留１个中间部

分，去掉其余４个部分（开集）时，持续操作，则此时

Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ垫片的生成维数为

α９Ｓ５ ＝
ｌｎ５

ｌｎ９
＝０．７３２，
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由（９０）式得其测度为

犃９Ｓ５ ＝１．０８７犾
１．４６５
０ ． （９６）

对于（９５）式，当取犾０＝１时，Ｓｉｅｒｐｉｎｓｋｉ垫片测

度在数值上为１．１８５，与三分Ｃａｎｔｏｒ集合测度（９１）

式具有相同的数值，维数关系为前者是后者的２倍．

５　结　论

５．１　关于天体运行背景介质理论的连续轨道描述

在天体运行的连续轨道理论方面，介绍了其基

础假设，及能量、势能、引力、速度方程，以Ｂｉｎｅｔ方

程的具体形式及求解行星近日点进动角的分析过程

讨论了其与Ｅｉｎｓｔｅｉｎ广义相对论的联系与区别．

５．２　关于天体运行背景介质理论的离散轨道描述

在天体运行的离散轨道理论方面，介绍了其所

采用的分维数学描述方法、基础假设，依据所得到的

具体天体运行的离散轨道方程，给出了太阳系行星、

天王星卫星、地球卫星、绕月航天器等离散轨道的理

论预言数据，并对其与连续轨道理论共同的背景介

质理论基础给出初步展望．其中作为对天体在较广

泛区域作用曲线的初步推论，指出天体仅由引力难

以形成质量密度趋于无穷大的理想黑洞，目前得到

的结论尚不足以刻画至微至广的极致层面．

５．３　关于分维微积分基础初步

在分维微积分基础方面明晰了一般函数分维导

数的位置假设，及幂函数的分维导数形式假设，讨论

了幂函数的分维导数及分维微分、积分表述形式，探

讨了幂函数的分维积分与其范数的对应关系，分析

了分维导数与分数阶导数的关系与区别．

５．４　关于自相似分形测度的分维微积分计算方法

在自相似分形测度的分维微积分计算方面，明

确了分形测度的分维微积分形式定义，依据幂函数

的分维微积分表述，讨论了自相似分形测度的分维

微积分计算方程及其与 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ测度方法的区

别，并计算了几种自相似分形的测度．

５．５　初步展望

虽然上述这四个分支方向给出的分析过程及结

论较目前其它分析方法略显自然解析，但由于其理

论的基础假设还存在明显的经验成分，推演过程及

结论在极限上仍依赖于经典理论所提供的形式验

证，方程中存在的待定常数还需由观测数据统计计

算予以校核确认，故可以肯定，上述这四个方面的研

究不是很基本的，其给出的描述可能仅是未来理想

解析体系投影在探索历史上的断续轮廓．
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