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ABSTRACT: The differential equations of coupled 
flexural-torsion vibration for a Jeffcott rotor model with 
unbalance mass are built. Small parameter perturbation method 
is used for analyzing the characteristic of coupled vibrations. 
And the analytical results are validated through numerical 
simulation. Farther analysis results show that: flexural 
vibration and torsional vibration are coupled, and the mass 
eccentricity is the precondition. New torsions which main 
frequency is 1Ω ω−  are excited through coupled vibrations 
when an exterior excited force with frequency 1ω  lies. New 
flexural vibrations which main frequency is T1Ω ω±  will 
also be excited by torsion when an exterior excited moment 
with frequency ωT1 lies. Resonance of coupled flexural-torsion 
vibration happens when rotation frequency Ω is equal to the 
sum (or errand) of inherence frequency ωt0 of torsion and ω0 of 
flexural vibration. The possibility of shaft damage led by 
coupled resonance is little. Useful information for fault 
diagnosis is provided by the coupled characteristics. 

KEY WORDS: rotor; coupled flexural-torsion vibration; mass 
eccentricity; small parameter perturbation method; nonlinearity 

摘要：对 Jeffcott 质量不平衡转子建立弯扭耦合振动方程。
利用小参数法，得到该耦合振动方程的解析解，并给出数值

仿真结果。理论分析与计算表明：弯振与扭振是相互耦合的，

质量偏心是耦合的前提；转子在圆频率为ω1 的外部激励作

用下，通过弯扭耦合，主要激发出频率为 1Ω ω− 的扭振。

当转子有频率为ωT1 的外扭矩作用时，将主要激励产生

T1Ω ω± 频率成分的弯振；转速Ω等于转轴扭振固有频率
ωt0与弯振固有频率ω0之和或之差时，可能发生弯扭耦合共

振；当外激励的频率为弯振(或扭振)固有频率时，也会激发
出较大的扭振(或弯振)；弯扭耦合共振导致转子损坏的可能
性很小，可为故障诊断提供有益的信息。 

关键词：转子；弯扭耦合振动；质量偏心；小参数法；非线

性 

0  引言 

转子弯曲和扭转振动是旋转机械振动的两种

主要形式，其振动特性分析一直是航空动力、石油

化工等领域的研究热点。转子弯曲与扭转振动之间

存在着耦合关系，并且与轴系所处的状态有关。研

究弯扭耦合振动特性，一方面可从扭振特征中提取

有用的故障信息，同时，综合考虑弯振和扭振也将

更有助于掌握和理解转子的动力学特性[1-13]。 
弯扭耦合振动属于非线性振动力学范畴，变化

规律和数学模型比较复杂。为掌握问题的主要本

质规律，可从单盘转子模型入手进行研究。本文

针对存在质量偏心的单圆盘 Jeffcott转子模型，利
用拉格朗日方程，建立弯扭耦合振动模型，该模

型忽略陀螺力矩的影响，但计及了重力影响因素。

将非线性领域的小参数法引进来，得到该耦合振

动的解析解，并通过数值仿真手段验证了理论分

析结果。 

1  质量不平衡转子弯扭耦合振动方程 

以 Jeffcott 单质量不平衡转子为研究对象，系
统结构如图 1示。 
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图 1  转子系统示意图 

Fig.1  The sketch of rotor system 
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假设转子简化为质量为 m 的单圆盘与弯扭柔
性的无质量轴，轴是各向同性，轴承为刚性支承。

单圆盘的坐标如图 2 示，图中，o 为涡动中心，o1

为单圆盘形心，c为单圆盘质心，φ为转过的角度。
在转子运动学分析的基础上，可以采用拉格朗日方

程，导出转子弯扭耦合振动微分方程。 

Y 

c 

X o 
o1 

φ  

 
图 2  单圆盘坐标示意图 

Fig.2  Single disc coordinate 

根据理论力学知，刚体运动可由刚体质心平动

和绕质心转动合成，则单圆盘的动能为 

G rT T T= +                (1) 
式中：TG为平动动能；Tr为转动动能。它们分别为 

2 2 2 2
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2 2
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φ φ φ φ
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      (2) 

转子系统的势能就是弹性轴的势能，考虑转轴

的线弹性、几何对称性及重力影响，单圆盘势能可

直接写为 
2 2 21 1( ) g( sin )

2 2 tU k x y k m y eθ φ= + + + +    (3) 

式中：k为抗弯刚度；kt为抗扭刚度。 
考虑阻尼系数的影响，单圆盘作用的外力有 x、 

y 向阻尼力 cx− 、 cy− 和外激励力 xf 、 yf ，外力矩

则有扭阻尼矩 tc φ− 和外扭矩 M t，故广义力为：

x xQ cx f=− + ， y yQ cy f=− + ， t tQ c Mφ φ=− + ，其中，c 

为平动阻尼，ct 为转动阻尼。将式(1)~(3)代入拉格
朗日方程 

d ( )
d i

i i i

T T U Q
t q q q

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂
          (4) 

可得弯扭耦合振动微分方程为 
2( cos sin ) xmx cx kx me fφ φ φ φ+ + = + +      (5) 

2( sin cos ) gymy cy ky me f mφ φ φ φ+ + = − + −     (6) 
2( ) [ sin

          ( g)cos ]
t t

t

J me c k me x
y M

φ φ θ φ

φ

+ + + = −

+ +

  

      (7) 
经变换，弯扭耦合振动微分方程可写为 

2 2
0 02 ( cos sin ) xfx x x e

m
ξω ω φ φ φ φ+ + = + +      (8) 

2 2
0 02 ( sin cos ) gyf

y y y e
m

ξω ω φ φ φ φ+ + = − + −    (9) 
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My
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+
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   (10) 

式中： ξ 、 tξ 分别为弯振和扭振阻尼系数比，

ξ =
2

c
km
，

22 ( )
t

t

t

c

k J me
ξ =

+
； 0ω 、 0tω 分别为

弯振和扭振固有圆频率，其值为 0
k
m

ω = ，

0 2
t

t
k

J me
ω =

+
。由式(7)可以看出，质量偏心增加 

了转子的扭转惯量，它将使扭振固有圆频率略有降

低。由于质量偏心的存在，转子弯振和扭振之间发

生了相互耦合。 

2  转子弯扭耦合振动特性分析 

2.1  弯扭耦合方程求解 
采用小参数法求解方程组(8)~(10)，各变量按幂

级数展开，其中各项逐渐减小[11] 
2

0 1 2x x x xε ε= + + + ⋅ ⋅ ⋅           (11) 
2

0 1 2y y y yε ε= + + + ⋅ ⋅ ⋅          (12) 
2

0 1 2θ θ εθ ε θ= + + + ⋅ ⋅ ⋅          (13) 
式中 ε为一小参数， 0 1ε< ≤ ，故可略去 2ε 及更高
阶次项。设偏心距 e很小，可令 e Eε= ，E为任意
的但不是很小的量，将式(11)~(13)代入式(8)~(10)，
忽略重力影响，按是否含有ε将方程分为两组，不
含 ε的方程组为 

2
0 0 0 0 0 12 cosx xf Fx x x t

m m
ξω ω ω+ + = =      (14) 

2
0 0 0 0 0 12 siny yf F

y y y t
m m

ξω ω ω+ + = =      (15) 

2
0 0 0 0 0 2

0
T12

2

                    cos

t
t t t

M
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M t
J me

θ ξ ω θ ω θ

ω

+ + = =
+

+

 

       (16) 

式中：ω1为外激励力的圆频率；ωT1为外激励力矩

的圆频率。 
含ε的方程组为 

2 2
1 0 1 0 1 0 0 0 02 ( cos sin )x x x Eξω ω φ φ φ φ+ + = +    

2 2
1 0 1 0 1 0 0 0 02 ( sin cos )y y y Eξω ω φ φ φ φ+ + = −    

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建           www.fineprint.com.cn

http://www.fineprint.com.cn


136 中  国  电  机  工  程  学  报 第 26卷 

2
1 0 1 0 1 0 0 0 022 ( sin cos )t t t

mE x y
J me

θ ξ ω θ ω θ φ φ+ + = −
+

     

式中 0 0tφ Ω θ= + ，因扭角 0θ 很小(一般 0θ < 1°，约
0.01745rad)，故上式可写为 

2 2
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x x x E t t

t t

ξω ω Ω Ω θ Ω

θ Ω θ Ω

+ + = − +

+

 

 (17) 
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 (19) 
先求解方程组(14)~(16)，可得到一组特解为 

0 1 1cos( )xx A tω ψ= +  

0 1 2sin( )yy A tω ψ= +  

0 T1 3cos( )A tθθ ω ψ= +  

式中：
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x
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， 1tanψ =  
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2 2 2 2 2 2
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+ − +

， 3tanψ =  
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2 2
T1 0

2 t t

t

ξ ω ω
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。 

将 x0，y0，θ0代入式(17)~(19)，并求解，可得 
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式中：
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Ay1=Ax1，Ay2=−Ax2，Ay3=−Ax3， 4 4y xA A= ， 5 5y xA A= ， 
2
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2 2
3 1{ ( ) / 4( )x yA mE A A A J meθ θω= − + +  

2 2 2 2 2 2
0 1 T1 0 1 T1[ ( ) ] 4 ( ) }t t tω Ω ω ω ξ ω Ω ω ω− − − + − − ， 

2 2
4 1{ ( ) / 4( )x yA mE A A A J meθ θω= − + +  

2 2 2 2 2 2
0 1 T1 0 1 T1[ ( ) ] 4 ( ) }t t tω Ω ω ω ξ ω Ω ω ω− − + + − + ， 

2 2
5 1{ ( ) / 4( )x yA mE A A A J meθ θω= − − +  

2 2 2 2 2 2
0 1 T1 0 1 T1[ ( ) ] 4 ( ) }t t tω Ω ω ω ξ ω Ω ω ω− + + + + + ， 

2 2
6 1{ ( ) / 4( )x yA mE A A A J meθ θω= − − +  

2 2 2 2 2 2
0 1 T1 0 1 T1[ ( ) ] 4 ( ) }t t tω Ω ω ω ξ ω Ω ω ω− + − + + −  

因为转子弯扭耦合振动响应满足： 0 1x x xε= + ，

0 1θ θ εθ= + ，所以可得各量具体响应表达式 

1 1 1 1

2 T1 2 3 T1

3 4 T1 4

5 T1 5

cos( ) / { cos( )
      sin[( ) ] sin[( )
      ] cos[( 2 ) ]
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= + + + +
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T1 3 1 1

1 2 1 2 3

1 T1 3 4 1 T1
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6 1 T1 6
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      ] sin[( ) ] cos[(
      ) ] cos[( )
      ] cos[( ) ]
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A t e E A t
A t A

t A
t A t
A t

θ θ

θ θ

θ

θ

θ

θ ω ψ Ω ω

γ Ω ω γ Ω

ω ω γ Ω ω ω

γ Ω ω ω γ

Ω ω ω γ

= + + + +

+ − + + −

− + + − + ⋅

+ + + + + +

+ − + (22) 
2.2  弯振对扭振的影响 
观察式(22)知，等式右第一项为外部激励力矩

响应，剩余各项为扭振对弯振的响应，由此可见，

有质量偏心的转子在圆频率为ω1 的外部激励力情 
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况下，通过弯扭耦合作用，将激发出圆频率为

1Ω ω± 和 T1 1Ω ω ω± ± 的扭振来，对于各向同性

转子， x yA A≈ ，故圆频率为 1Ω ω+ 和 1 T1Ω ω ω+ ±

的扭振幅值很小。先分析 Aθ 的大小，由上可知 

0
2 2 2 2 2 2 2

0 T1 0 T1( ) ( ) 4t t t

MA
J me

θ
ω ω ξ ω ω

=
+ − +

 

当 T1 0tω ω= 时 ， Aθ 最 大 ， 其 值 为

0
2

02( ) t t

MA
J meθ ξ ω

=
+

，令 0
T 2

0( ) t

M
J me

φ
ω

=
+

，φT为

在外力矩 0M 作用下转子的扭转角，一般情况下，

φT<1°(也即φT<0.01754rad)，不妨设φT =0.01754，
阻尼系数比 0.05tξ = ，则 maxAθ = 0.17。因弯振幅值

Ax与质量偏心 e为同一数量级，则惯性力矩 2
1 xme Aω

相比于外扭矩 M0较小，故由弯振引起的 1Ω ω− 圆

频率的扭振幅值并不明显，而 1 T1Ω ω ω− ± 圆频率

的扭振幅值是 1Ω ω− 的 Aθ 倍，可见它比 1Ω ω− 的 

幅值至少还要小一个数量级。所以，弯扭耦合将激

励出新频率成分的扭振来，但它们的幅值并不明

显。 
2.3  扭振对弯振的影响 

观察式(20)，等式右第 1项为外力 Fx 作用下的
弯振响应，第 2项为质量偏心引起的弯振响应，它
实 际 上 包 括 两 部 分 ， 一 部 分 是 幅 值 为 

2

2 2 2 2 2 2
0 0( ) 4

eΩ

ω Ω ξ ω Ω− +
的经典纯弯曲振动响应，

一部分是幅值为

2 2
T1

2 2 2 2 2 2
0 0

1
2

( ) 4

e Aθω

ω Ω ξ ω Ω− +
。考虑扭 

振影响时的一倍频激振响应，剩余 4项为扭振对弯 
振的影响。可见，扭振将激励产生Ω 、 T1Ω ω± 和

T12Ω ω± 的圆频率成分的弯振，它们的幅值分别

为

2 2
T1

2 2 2 2 2 2
0 0

1
2

( ) 4

e Aθω

ω Ω ξ ω Ω− +
、 2x

e A
E

和 4x
e A
E

。 

比较由扭振所激励出的弯振幅值与由质 
量偏心所引起的纯弯振幅值。当 0Ω ω= 时，纯弯振

幅值最大，其值为
2

2
02

eΩ
ξω
，记作 maxA ，此时，由扭

振激发的一倍频成分幅值为
2 2
T1

2
04

e Aθω
ξω

，记作 1maxA ；

当 0 T1Ω ω ω= ± 时， T1Ω ω± 圆频率成分的弯振幅

值最大，其值为
2 2

T1
2
0

( )
4

e AθΩ ω
ξω
+

，记作 2 maxA ；当

0 T12Ω ω ω= ± 时， T12Ω ω± 圆频率成分的弯振幅

值最大，其值为
2 2
T1

2
08

e Aθω
ξω

，记作 3maxA ；一般情况， T1ω

与Ω 数量级相当，可取 T1 0.56ω Ω= ， Aθ 仍取为

0.17，则 
2 2

31max T1
2

max

4 10
2

A A
A

θω
Ω

−= ≈ × ，
2 2

2max T1
2

max

( )
2

A A
A

θΩ ω
Ω

+
= ≈  

11 10−× ，
2 2

33max T1
2

max

2 10
4

A A
A

θω
Ω

−= ≈ × 。 

由此可见，因弯扭耦合作用而产生的 T1Ω ω±

圆频率成分的弯振响应比较明显， T12Ω ω± 和Ω

圆频率成分的弯振响应很弱，其幅值比 T1Ω ω± 小

两个数量级。 
当转动圆频率Ω 等于轴系扭振固有圆频率ωt0

与弯振固有圆频率ω0之和或之差时，即 0 0tΩ ω ω= ±  
时，将发生弯扭耦合共振。此时如果存在圆频率为

ω0 的弯振，它将引起圆频率为ωt0 的扭振，该扭振

又将产生圆频率为ω0的弯振，从而使得圆频率为ω0

的弯振得到加强；如果存在圆频率为ωt0的扭振，它

也会引起圆频率为ω0 的弯振，并使圆频率为ωt0 的

扭振得到加强。在发生弯扭耦合共振时，扭振幅值

增长不很明显，由质量偏心所引起的纯弯振幅值增

长略大于 10%，这个数值也不大，说明由弯扭耦合
共振而导致转子损坏的可能性很小。 
2.4  重力的影响 
如果考虑重力的影响，由式(8)~(10)可见：对于

弯振它只影响 y向的平衡位置，并不影响其幅值大
小；对于扭振，它将使轴系增加一个扭矩，记作

Mg，其值为 

T12

T1

g 1[cos sin( )
2

         1/2 sin( ) ]

g
m eM t A t

J me
A t

θ

θ

Ω Ω ω

Ω ω

−
= + + +

+
−

 

该扭矩将激发出圆频率为Ω 和 T1Ω ω± 的新的扭 

振成分来。 

3  弯扭耦合振动仿真 

3.1  计算参数 
计算选用的基本参数为：m=10kg，J=0.05kg⋅m2， 

127909.8k = N/m， 386.88tk =  N/m， 0.0005me = ，

0.05ξ = ， 0.02tξ = ，弯振固有圆频率 0ω = 113rad/s，
扭振固有圆频率 0tω = 87.9rad/s。 
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3.2  弯振对扭振的影响 
设定轴系旋转圆频率Ω =150.7rad/s，弯振激励力

fx、fy的圆频率ω1 =100.5rad/s，没有外扭矩作用，图
3示出了该情况下，考虑重力影响时的扭振幅值谱。
据图可知，圆频率ω1 下的弯振激发出了圆频率为 

1Ω ω+ (约为 251.2rad/s)和 1Ω ω− (约为 50.2rad/s) 

的扭振，而重力则激发出圆频率为Ω的扭振。其中， 
圆频率为 1Ω ω− 的扭振幅值比其它两个大一个数 

量级。 

θ /
ra

d 

0 94.2 282.6 ω/(rad/s) 188.4 

0.0021 

0.0014 

0.0007 

0.0000 
 

考虑重力影响，且Ω=150.7rad/s，ω1=100.5rad/s 
图 3  弯振激起的扭振幅值谱 

Fig.3  Torsion amplitude spectrum excited by 
flexural vibration 

图 4 描述了轴系旋转圆频率Ω  固定为
150.7rad/s，而弯振激励力圆频率ω1从 25.1rad/s 逐 
渐增加到 314rad/s，弯振所激励起的圆频率为

1Ω ω− 的扭振幅值与弯振激励力圆频率ω1 间的关 
系。由图可知，弯振激发的圆频率为 1Ω ω− 的扭 
振幅值在 3个激励力频率下出现了峰值，它们分别
是 62.8、238.6和 113rad/s，前两者圆频率值刚好为
旋转圆频率Ω 与扭振固有圆频率 0tω 之差及之和 
(即 0tΩ ω− 与 0tΩ ω+ )，它们激起了扭振固有圆频 

率，所以幅值较大；而后者圆频率为 113rad/s，它
是弯振的固有圆频率，由于共振将引起很大的弯振 
幅值 Ax和 Ay (约为ω1 =100.5rad/s时的 6倍)，故激 
起的扭振幅值也是很大的。可见，上述数值计算的  

 

θ/
ra

d 

0.015 

0.010 

0.005 

0.000 
0 62.8 188.4 ω1/(rad/s) 125.6 251.2  
图 4  弯振激起的频率为 −Ω ω1 的 
扭振幅值与激励力频率ω1的关系 

Fig.4  The relation between torsion amplitude 
with −Ω ω1  frequency excited by flexural and 

exciting force with ω1 frequency 

结果与节 2.2中的理论分析是完全一致的。 
3.3  扭振对弯振的影响 
设定轴系旋转圆频率Ω =125.6rad/s，外扭矩Mt

的圆频率ωT1=94.2rad/s，图 5 示出了该情况下弯振
幅值谱。由于质量偏心引起的一倍频弯振幅值很大

(约为 1100µm)，其他频率成分被湮没了，故把图
5(a)中纵坐标上限值减小至 20µm，这样一倍频幅值
远超过了上限，而其它一些峰值则显现出来。由图 
可清晰看到，除了一倍频峰值外，在 T1Ω ω− (约为 
31.4rad/s)和 T1Ω ω+ (约为 219.8rad/s)处也出现了峰 
值，它们是由扭振激励产生的，其中，圆频率为 
Ω +ωT1的幅值远大于 T1Ω ω− 。继续减小纵坐标上 

限值至 0.2µm (图 5(b))，除上述频率峰值外，又出 
现了一些新的峰值，分别是 T12Ω ω− (对应 

62.8rad/s)和Ω +2ωT1 (对应 314rad/s)处，但它们幅值
很小，比Ω +ωT1的约小 2个数量级。这与 2.3节中
的理论分析一致。 
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(a)纵坐标限定为 20µm 
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125.6 251.2 ω/(rad/s)  
(b)纵坐标限定为 0.2µm 

    

 120 

90 

60 

30 

0 

y/
µm

 

0 ωT1/(rad/s) 62.8 125.6 188.4  
(c)扭振激起的频率为Ω+ωT1的弯振幅值与外扭振频率ωT1的关系 

Ω=125.6rad/s，ωT1=94.2rad/s 
图 5  扭振激起的弯振幅值谱 

Fig.5  Flexural vibration amplitude 
spectrum excited by torsion 
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图 5 ( c )描述了轴系旋转圆频率Ω  固定为
62.8rad/s，而外扭矩频率ωT1从 25.1rad/s 逐渐增加
到 188.4rad/s 时，扭振所激励起的圆频率为Ω +ωT1

的弯振幅值与外扭矩圆频率ωT1 间的关系。由图可

知，扭振激发的圆频率为Ω +ωT 1 的弯振幅值在

50.2rad/s和 87.9rad/s两个圆频率下出现了峰值，前
者圆频率值刚好为弯振固有圆频率与旋转圆频率 
之差(即 0tΩ ω− )，它激起了弯振固有圆频率，所 

以幅值较大；而后者是扭振的固有圆频率值，由于

共振将引起很大的扭振幅值 Aθ，故激起的弯振幅值

也是很大，其值约为一倍频的 10%。 

4  结论 

本文建立了弯扭耦合振动非线性微分方程，该

方程具有较强的非线性，质量偏心是导致弯扭耦合

的前提条件，由于偏心的存在，扭振的转动惯量将

略有增加，从而对扭振固有圆频率产生一定的影

响。通过理论求解该微分方程，以及数值验证，还

得到了更多的分析结果。 
（1）有质量偏心的转子在圆频率为ω1 的外部

激励力情况下，通过弯扭耦合作用，将激发出圆频 
率为 1Ω ω± 和 T1 1Ω ω ω± ± 的扭振。其中，圆频

率为 1Ω ω− 的扭振幅值最大，比其它的至少大一 
个数量级。 
（2）当转子有圆频率为ωT1的外扭矩作用时，  

扭振将激励产生Ω 、 T1Ω ω± 和 T12Ω ω± 的圆频

率成分的弯振。其中， T1Ω ω± 圆频率成分的弯振

响应明显， T12Ω ω± 和Ω 圆频率成分的弯振响应

很弱，其幅值比 T1Ω ω± 的小两个数量级。 
（3）转动圆频率Ω 等于轴系扭振固有圆频率

0tω 与弯振固有圆频率 0ω 之和或之差时，即 

0 0tΩ ω ω= ± 时，有可能发生弯扭耦合共振。当外 

激励力(或力矩)的圆频率为弯振(或扭振)固有圆频
率时，它也会激发出较大的扭振(或弯振)。 
（4）即便是在发生弯扭耦合共振时，弯振和

扭振幅值增长也并不显著，因此由弯扭耦合共振而

导致转子损坏的可能性很小，但这些弯扭耦合特征

有可能对转子的故障诊断提供有益的信息，从而提

高诊断的准确率。 
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