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用遗传算法搜索验算点的复杂响应面函数 
可靠度分析方法 

 
苏永华，赵明华，刘晓明 

(湖南大学 土木工程学院，湖南 长沙  410082) 

 
摘要：响应面方法是地下复杂结构稳定可靠性分析的有效方法之一。目前常用的响应面函数不能模拟复杂结构极

限状态方程曲面的多峰性。采用包含随机变量交叉项的二次函数从曲面状态上可克服这一缺陷。因此，提出采用

带交叉项函数的响应面函数代替不带交叉项的响应面函数，同时对相应的试验设计程序进行改进以确定包含交叉

项函数的具体解析表达式。由于该解析式的空间超曲面具有多峰性质，在试验程序中，引入遗传算法以搜索到全

局的 优解，确定结构的可靠度指标和验算点。实例计算证明：该方法比采用不含交叉项函数的响应面方法精度

要高。 
关键词：岩石力学；响应面；遗传算法；验算点；可靠度指标 
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RELIABILITY DEGREE ANALYSIS METHOD OF COMPLICATED 

RESPONSE SURFACE FUNCTION TO SEARCH CHECKING POINT WITH  
GENETIC ALGORITHM METHOD  

 
SU Yong-hua，ZHAO Ming-hua，LIU Xiao-ming 

(School of Civil Engineering，Hunan University，Changsha 410082，China) 

 
Abstract：Response surface method(RSM)is an efficient method to analyze the stability reliability degree for 
complicated structure，such as underground structure. However，general response surface function can not simulate 
a character of curve surface of limit state equation for a complicated structure，for the curve surface has more than 
one peak-value on its parameter space. Quadratic equation that contains mixed terms of random variables can 
overcome the above-mentioned defect. Therefore，it is presented that function with mixed terms of random 
variables is adopted to replace function without mixed terms of random variables in response surface method and 
test procedure，which are used to decide coefficients of function without mixed terms of random variables and 
calculate reliability index. It is improved to make it suitable to response surface function with mixed terms of 
random variables. The analytical expression that contains mixed terms of random variables can be decided by the 
improved general test procedure. Due to more than one peak value on curve surface of the analytical expression 
containing mixed terms of random variables，genetic algorithm is adopted to search a globe optimal solution，
reliability index，and checking point in the improved test procedure. The improved test procedure and response 
surface method，considering quadratic equation that contains mixed terms of random variables as response surface 
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function，is to used to research stability reliability degree for a large-scale underground rock  mass structure. 
Other method，to take quadratic equation without mixed terms of random variables as response surface function，
is adopted to analyze the reliability degree of the same structure too. Calculated results of Monte Carlo method are 
regarded as criterion，and it shows that the calculated result of the former method is more accurate than the later.  
Key words：rock mechanics；response surface method(RSM)；genetic algorithm；checking point；index of 
reliability degree 
 
 
1  引  言 

 
地下结构建筑于岩土体中，其稳定性决定于围

岩及衬砌参数和力学传递模式。由于围岩、衬砌参

数、破环模式的不确定性和多样性，导致了地下结

构的复杂性。在稳定性分析中考虑其不确定性因素，

采用可靠度方法时无法确定结构功能函数的解析

式。在这种情况下，替代的途径主要有随机有限元

方法、Monte Carlo 法和响应面方法。随机有限元方

法是分析工程结构荷载效应的重要手段，概念明确

且计算量少，但对于非线性问题及基本变量变异系

数大的问题，将产生较大的误差。Monte Carlo 法具

有较好的计算精度，但计算工作量大，尤其对非线

性问题计算量更加可观，在实际应用中受到很大限

制，通常只是用来对其他方法精度进行验证。因此

响应面方法获得了较快的发展和应用。 
 
2  响应面方法研究现状 

 
响应面方法是通过一系列的试验，通过统计技

术拟合基本随机变量的输入与输出的近似解析关

系，利用近似的解析式求解可靠度指标。 
文[1]研究了如何通过试验参数的选取获取响

应面函数的系数问题。文[2]采用数值优化方法和自

适应迭代插值技术提高响应面的计算效率。文[3]通
过采用正交试验的二水平因子方法选定参数试验

点，然后在试验点上利用有限元数值试验确定响应

面函数系数的方法，以边坡的稳定可靠性为例对其

研究的方法进行验证。文[4]基于方差减少技术，集

中研究了数值模拟、数值积分的精度问题，对大型

复杂结构的可靠性分析推荐使用响应面方法。文[5]
研究了在响应面方法中，如何进行试验设计以确保

函数在包含 大失效点的前提下减少试验次数。文[6]
在假定响应面近似函数为不含交叉项的二次函数的

前提下，利用几何法求极限状态函数的验算点，提

高了计算效率和计算精度。文[7]采用有理多项式技

术与数值计算相结合的迭代算法，来研究响应面的

重构问题和可靠度计算；同时采用 BP 网络作为响

应面近似函数，可从理论上有效地解决响应面的精

度问题，并研究了神经网络模型在响应面重构中的

应用和可靠度计算。此外，响应面方法在许多复杂

结构的可靠度分析中获得了较为广泛的应用[8]。 
 
3  可靠度指标  

 
可靠度指标 β 在标准独立正态坐标系中等于

原点到极限状态曲面的 短距离。因此，设具有 n
个正态变量的极限状态方程为 =)(Xg ，，， L  ( 21 xxg   

)nx ，将各正态变量标准化：
i

ii
i

xx
σ
μ−

= ，其中， 

ii σμ， 分别为变量 ix 的均值和标准差。于是极限状

态方程 )  ()( 21 nxxxgg ，，， L=X 在标准正态空间为

)  ()( 222111 nnnxxxgg μσμσμσ +++= ，，， LX ，且

)  ( 21 nxxx ，，， L=X 为验算点。可靠度指标 β 在标

准正态空间中按下式计算： 
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如果随机变量服从一般的分布，则根据当量正 

态化原理[9]，结合标准化变换式
i

ii
i

xx
σ
μ−

= ，可以 

推导出 
)]([1

iii xFx −=Φ                 (2) 

式中： )( ii xF 为随机变量 ix 的分布函数， )(•Φ 为标

准正态分布函数， )(1 •−Φ 为标准正态分布函数的反

函数。 
 
4  响应面函数的确定 

 
在响应面方法理论研究和工程应用中，计算精

度一直是研究和关心的重点。为了拟合时尽可能

减少试验次数和计算的方便，目前对响应面函数
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的选取通常都采用如下形式不带交叉项的二次函

数[2，5，6，8]表达式 
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式中： )  ( 21 nxxx ，，， L=X 为随机变量向量； ，a  

ii cb， (i = 1，2， ，L  n)为待定系数。总计 2n + 1 个

待定系数。 
在确定了上式后，可按照相应的程序计算确定

式(3)的系数及计算可靠度指标 β [9]。 
根据定义，超球面与坐标原点的 小距离即为

可靠度指标 。β  式(3)是多维空间中超球面的一部

分，该函数曲面与坐标原点所有距离中，局部 小

距离就是全局 小距离。但是，地下及大型结构功

能函数在超空间中的曲面形状[8]是复杂的、非线性

的、非凸的，即功能函数曲面是多峰的，可靠度指

标 β 是曲面与坐标原点距离多个局部极小距离中

的 小距离。式(3)计算得到的可靠度指标 β 有可能

是其中的一个极小距离，而不是结构的实际可靠度

指标。 
包含随机变量交叉项的二次多项式具有多峰性

质[2，5]，因此响应面函数采用如下形式能更好地接

近结构的实际功能函数为 
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式中： iiji dcba ，，， (i = 1，2， ，L  n)为待定系数，

总计
2

232 ++ nn
个待定系数。 

式(4)是通过对式(3)的改进而来，因此，式(4)
的算法程序通过对式(3)的算法[9]改进后按如下程序

进行，为了方便在本文中简称“改进程序”。改进程

序过程如下： 
(1) 假定迭代点 )  ( )1()1()1(

1
)1(

ni xxx ，，，， LL=X ，

初次计算一般取平均值点； 
(2) 利用试验计算功能函数 

)    ( )1()1()1(
1 ni xxxgZ ，，，， LL=  

)    ( )1()1()1(
1 nii xfxxgZ ，，，， LL σ+=  

及 
)    ( )1()1()1()1(

1 njjii xfxfxxgZ ，，，，， LLL σσ ++=

( nijni ，，，，，， LL   11  2  1 +=−= )，得到 ++ nn 3( 2  
2/)2 个点估计值，其中系数 f 在第一轮估计中取 3，

在以后的迭代计算中取 1， iσ 为 ix 的均方差； 

(3) 由于式(4)有
2

232 ++ nn
个待定系数，利用

步骤 ( 2 )求得的
2

232 ++ nn
函数值解出待定系数 

iiji dcba ，，， ），，，（ ni L  2  1= 得到含交叉项的二次

多项式近似的功能函数，从而确定结构的极限状态

式(4)； 
(4) 利用下一节提出的遗传算法求解验算点

)*(Kx 和可靠度指标 )(Kβ (其中上标 K 表示第 K 步迭

代)； 
(5) 判断收敛条件，设ε 为设定的误差限，即 

εββ ＜)1()( +− KK                  (5) 

是否满足，如果不满足，则用插值法得到新的展开

点： 
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此插值可使 )(K
MX 较接近极限状态曲面，然后返

回步骤(2)进行下一步迭代，直至收敛条件满足。 
式(4)是多峰函数，在上述计算迭代步骤(4)求解

)*(Kx 和可靠度指标 )(Kβ 时采用常用的可靠度计算

方法或数值优化方法，在极限状态方程非线性程度

较高时，其适应性有待验证。在某些情况下甚至不

收敛。即使收敛，得到的 )(Kβ 也不能保证是全局

优解。为了提高计算效率和准确性，必须采用具有

全局 优值的算法。生物遗传进化算法则具有全局

优化搜索能力。 
 
5  可靠度指标的遗传算法求解 

 
遗传算法(简称“GA 算法”)用数学方法模拟生

物进化过程，将对问题的求解转化为对一群“染色

体”(一般用二进制码串表示)的一系列操作。通过

群体的进化， 后收敛到一个 适应环境的染色体

上，从而求得问题的 优解。 
求解问题的一般提法为：对于一个给定的优化

问题，设目标函数为 

)  ( 21 nxxxfF ，，， L=  

)  ( 21 R∈∈ Fxxx n ，，，， ΩL           (7) 

式中： nxxx ，，， L  21 为函数的自变量；Ω 为解空间；

F 为解的优劣程度，需要在Ω 中寻找以F 为评价标

准的 优解。 
基于可靠指标的几何涵义，首先确定求解模型

的目标函数。对于本文的可靠指标 β 是 小值。根
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据式(1)，此模型为一有约束的非线性规划模型。根

据遗传算法约束的处理方法，删除约束条件中的等

式，可将第 i 个变量用其他 n－1 个变量表示[10]。一

般选择变异较大的那个变量，由式(1)第 2 式可得 

)    ( 1121 niiii xxxxxgx ，，，，，， LL +−=       (8) 

则式(1)表示的求解模型可表示为 

++++= −
2

1
2
2

2
1min[ ixxx Lβ ，，， L  ( 21

2 xxgi   

)  11 nii xxx ，，， L+−
2
1

22
1 ]ni xx +++ + L         (9) 

在确定了优化求解模型后，根据遗传算法的基

本思想，可以按以下步骤逐步求解： 
(1) 目标函数的定义 
在本项目中目标函数为 β ，用 β 的大小表示可

行解的适应性。为了寻找结构的可靠度指标， β 值

越小，表示相应的可行解的适应性越好。 
(2) 解的结构表示 
模型优化问题的解可采用按照具体情况采用浮

点向量或二进制向量表示。使用二进制向量作为一

个染色体来表示解空间的真实值，向量的长度可依

据求解问题的精度确定。使用浮点向量，每一个染

色体由一个浮点向量表示，其长度与解向量相同。

初始群体的染色体数目为 pop_size。 
(3) 可行解初始种群的产生和确定 
式(9)中， ix 为已知分布的随机变量，对于符合

正态分布的随机变量，可由下式随机[11]产生，即 

)2cos()ln2( 2
2
1

1 uux iii π−+= σμ        (10) 

式中： ii σμ， 为 ix 的均值和方差； 21 uu， 为(0，1]
上相互独立的均匀分布的随机数。 

在结构可靠性分析中基本随机变量常见的各种

分布，都可通过适当方法产生符合其分布的随机变

量，各随机变量均是(0，1 ]上相互独立的均匀分布

的随机数产生而来[11～16]。所以只要对 u 在(0，1]上
随机产生，就可确定 ix 及初始种群，由式(2)确定 ix
和式(9)确定 β ，故式(9)可以转化为如下所示的无约

束化模型： 

)  (min 21 nuuuf ，，， L=β            (11) 

(4) 初始种群 pop_size 大小的确定 
求解模型的具体情况，可取 50～100 左右，则

通过 pop_size 次随机取样，可得 t = 0 时的种群的

初始样本。 
(5) 评价函数及染色体选择 

设染色体为 sizepopVVV _21   ，，， L ，定义基于序的

评价函数 
1)1()(eval −−= i

iV αα  
sizepopi _  2  1( ，，， L= ， =α 0)  (12) 

对 pop_size 个染色体进行解码运算，根据各染

色体相应的 β 评价其适应性。如果其中的 优解连

续若干代保持不变，则该解为 优解，转入步骤(9)，
得出 优解。否则进行染色体选择。选择过程以旋

转赌轮 pop_size 次为基础。每一次旋转都为新的种

群选择一个染色体，且以每个染色体的适应度进行

选择。选择的过程如下： 
① 对每一个染色体 iV ，计算累积概率 iq ，即 

⎪
⎭

⎪
⎬
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从区间 ]0[ _ sizepopq， 中产生一个随机数 r ； 

② 若 rqi ＜1− ≤ iq ，则选择第 i 个染色体 1(iV ≤

i≤ )_ sizepop ； 
③ 重复步骤②共 pop_size 次，得到 pop_size

个复制的染色体。 
(6) 以适当的概率 cP (一般范围为 0.4～0.9)，进

行杂交操作，产生 pop_size 个新的染色体。 
(7) 以适当的概率 mP (一般范围为 0.001～0.1)

从pop_size个染色体中选取 sizepopP _m × 进行变异

操作。 
(8) 令 t = t + 1，转入步骤(5)。 
(9) 模型求解终止，得出 优解 β 值。根据步

骤(3)抽样标准正态化的反过程，求得符合各自分布

的随机变量验算点。 
 
6  算例比较 
 
6.1 工程简介及状态方程建立准则 

该工程示例资料取自文[13]。 
华北某矿矿区的地质条件较为简单，矿体围岩

主要是由石灰岩和闪长岩组成的，该矿经长期开采，

已经留下了将近二百多万立方米的地下空间。计划

将该空间利用起来。在利用前，将对其进行多方位

的考察和评价。在评价中考虑的问题之一是空区围

岩活动对建设在空区影响范围内而位于崩落区范围

外的某一个工业广场稳定性的影响问题。 
就空区围岩和工业广场的关系而言，可以从保
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护地面建筑物为出发点建立评价准则，从而建立结

构的功能函数。 
在实际开采中只要地表的倾斜变形、水平变形

不超过允许的范围，则不会影响建筑物的使用。所

以地表受影响后，其 大的变形有一个容许值

max][μ 。根据该工业广场的重要性程度，其保护等

级属于 II 级建筑物，容许的 大水平变形为 3.0 
mm/m。 

空区影响范围内地表变形从而引起建筑物的不

稳定是由围岩强度力学参数及外载所决定的。地表

变形 μ 与控制变形的围岩力学参数 nXXX ，，， L  21

之间的解析关系可表示为 

)  ( 21 nXXXg ，，， L=μ            (14) 

由于地下岩体空间围岩系统力学、物理参数及

岩体空间本身几何形状等的复杂性，得到解析关系

式(14)的明确表达式是非常困难的，在某些情况下，

甚至是不可能的。因此在本文的研究中，采用材料

非线性弹塑性二维平面有限元数值模拟试验结合响

应面方法，建立可靠性分析模型： 

iXgZ μμμ −=Δ== max][)(         (15) 

式中： iμ 为第 i 次数值模拟得到的地表变形值，

max][μ 为 大的地表容许变形值。 
在分析中随机变量只考虑 基本的岩体力学参

数，弹性模量 E ，泊松比ν ，单轴抗压强度 cR ，单

轴抗拉强度 tR 。通过处理和分析，变异性较大的岩

体力学参数，均服从正态分布，各自统计特征值见

表 1。整个岩体结构中，按上盘大理岩和下盘闪长

岩分为二组。上盘参数为 E1， 1μ ，Rc1，Rt1；下盘

为 E2， 2μ ，Rc2，Rt2。随机变量的排列顺序为 

== )( 2t2c221t1c11 RRERRE ，，，，，，， μμX  

)  ( 8321 XXXX ，，，， L  

 

表 1  岩体力学参数表 
Table 1  Statistic data of rock mass mechanics parameters 

抗压强度 
/MPa 

抗拉强度 
/MPa 泊松比 变形模量 

/GPa 
部位 

均值 方差 均值 方差 均值 方差 均值 方差 

粘聚力
/GPa

内摩擦

角/(°)

下盘 38.41 12.05 2.78 0.21 0.245 0.045 13.58 5.77 10.94 12.7

上盘 15.00 2.95 0.97 0.21 0.276 0.042 3.58 0.99 3.72 5.4

 

6.2 不带交叉项的响应面函数方法   
在文[13]中研究该地下洞室稳定可靠度时，采

用不带变量交叉项响应面函数形式，和不含交叉项

函数的响应面函数试验程序确定响应面解析表达

式，然后采用国际结构安全度联合委员会推荐的可

靠度计算方法求算可靠度。3 大轮迭代共 57 次试

验，得到可靠度指标 β 为 1.60，失效概率为 5.4%。

其分析结果见表 2 的第二栏。 
 

表 2  计算结果比较 
Table 2  Calculation result of different methods 

计算方法 β E1 
/GPa μ1

Rt1
/MPa

Rc1 
/MPa 

E2 
/GPa μ2 

Rt2
/MPa

Rc2 
/MPa

失效

概率
%

文[13]方法 1.60 3.287 0.255 1.300 14.061 9.792 0.296 2.545 51.836 5.4

本文方法 1.27 4.247 0.267 1.089 12.792 7.273 0.247 3.414 62.446 10.2

Monte Carlo
法 8 000 次抽样计算结果 11.8

 
6.3 带交叉项的响应面函数方法 

但根据资料显示 [14]， jZ μμμ −=Δ= max][ 为

)  ( 8321 XXXX ，，，， L 的多峰函数。因此，在本文

研究中采用如下带交叉项的响应面函数为 

Z === )  ()( 821 XXXff ，，， LX  

∑∑∑∑
== +==

=+++
8

1

2
7

1

8

1

8

1

0
i

ii
i ij

jiij
i

ii xdxxcxba    (16) 

按照改进程序和本文第 6.2 节研究的遗传算法

确定式(16)的待定系数和计算可靠度指标. 
在遗传算法中的主要控制参数为：初始群体的

染色体数目 pop_size 为 100，杂交操作概率 cP 为 0.5，
变异操作概率 mP 为 0.01。 

采用本文方法在计算过程中，在 β 指标达到收

敛时，迭代轮数亦为 3 次，试验次数为 135 次。其

分析结果见表 2 的第三栏。 
6.4 精度简要分析 

Monte Carlo 抽样模拟可靠度计算方法具有较

高的精度，但是该方法需要大量的计算消耗，在具

体工程的可靠度计算中很少使用，常用来对其他

方法的准确性进行检验。在本文中以 Monte Carlo
法为标准，比较各自精度。3 种方法的计算结果见

表 2。 
采用 Monte Carlo 法通过 8 000 次模拟后收敛，

该结构准确的破坏概率为 11.8%。本文方法计算得

到破坏概率为 10.2%，绝对误差为 1.6 个百分点，

相对误差为 13.5%，文[13]方法的绝对误差为 6.4 个

百分点，相对误差为 54%。可以看出，采用本文研

究的方法比文[13]的方法具有较高的精度。 



第 24 卷  增 2               苏永华等. 用遗传算法搜索验算点的复杂响应面函数可靠度分析方法              • 5873 • 

 

 
7  结  语 

 
地下工程等复杂结构的稳定可靠度分析中采用

响应面方法时，为了计算的方便，通常采用不带交

叉项的二次函数，没有考虑交叉项对计算结果的影

响，可能会引起较大的误差。本文将响应面函数选

为带交叉项的二次函数，改进了解析表达式系数拟

合的试验程序，针对极限状态函数在空间超曲面的

多峰性质，将遗传全局优化算法引入对可靠度和验

算点的搜索。经实例验算，本文提出的方法较不含

交叉项函数的响应面函数试验程序方法具有较高的

精度，其存在的主要缺点是由于函数中的待定系数

增多，导致试验工作量成倍增大，牺牲了计算效率。

这是有待进一步研究、改进的方面。 
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