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ABSTRACT: Based on the classical model of multi-machine 
power system with non-uniform damping, by the aid of the 
Taylor Theorem and LaSalle Invariance Principle, we present a 
method for constructing a closed hyper-ball that strictly resides 
in transient stability domain. This method is termed second 
order upper bounding function method. First of all, we derive 
the analytical expression and computational steps of the 
approximated stability region. Two numerical examples are 
provided in the end, in contrast to first order upper bounding 
function method, the method in this paper has a better 
performance in conservative character. What is more, it is strict 
and reliable and avoids the difficulty of computing UEP that is 
essential in traditional transient energy function methods. 
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摘要：该文基于多机系统非均匀阻尼模型,借助泰勒定理和
拉萨尔不变性原理提出了一个新的构建暂态稳定域闭合子

集的解析方法——二阶上界函数法。文中首先介绍了构建此

稳定域方法的解析表达式和计算步骤，然后针对 9节点系统
和 10机 39节点算例系统分别进行了仿真计算，仿真结果表
明：相比一阶上界函数法，文中所提方法保守性有所改善且

严格可靠，而且还避免了计算不稳定平衡点这个传统能量函

数法存在的难题。 

关键词：电力工程；电力系统；阻尼模型；暂态稳定域；李

亚普诺夫函数；二阶上界函数 

1  引言 

现代互联电力系统是一个典型的复杂大系统。

保证它的安全稳定运行是电网运行、调度、规划、

设计及科研等部门的一项极为重要的工作。系统受

大扰动之后的暂态稳定分析和快速决策是其核心课

题之一。 
尽管暂态稳定域方面的研究至今已有至少 40

多年的历史，近年来国内学者也对此进行了相关的

理论研究[1-8]，但构建精确的稳定域仍是很困难的。

经典的祖波夫法计算量极大，很难求得封闭形式的

解[9]，因此难以应用到多机系统；势能边界法 PEBS
只能在特定的条件下才能给出没有错误的稳定域估

计，也就是说可能给出乐观的也就是错误的估计。

自 20世纪 80年代提出的基于非线性动力系统理论
的稳定域边界理论[10-12]将稳定域边界概括为稳定边

界上不稳定平衡点的稳定流形并集，在理论上是一

个很大的突破，但其要涉及到复杂的稳定流形的计

算，这是希望能够尽量避免的。 

对任何具有孤立平衡点的非线性动力系统, 精
确稳定域的一个闭合子集能够用二次型李亚普诺夫

函数来表示[13]。然而，对非线性动力系统来说，如

何计算这个闭合子集却没有一般通用的方法。 
文[14]中基于均匀阻尼的多机经典模型借助拉

格朗日定理进行了稳定域分析，从精确度来讲，拉

格朗日定理实质上是保留至一阶项的稳定域分析。

对比文[14]，本文将做出两点理论修正：① 将模型
推广至非均匀阻尼经典模型；② 借助保留至二阶项
的泰勒定理和拉萨尔不变性原理构建了一个严格的

闭合子集，称之为二阶上界函数法。本文拓宽了该

方法的应用领域，涵盖了均匀阻尼和零阻尼模型下
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的稳定域分析，最终仿真结果表明，相比一阶上界

函数法，系统保守性有所改善，提高了结果性能。 

2 多机系统的暂态稳定域 

2.1 系统泰勒定理表达式 
非均匀阻尼 n机系统的经典模型可表示为[9]： 

  d / di itδ ω= ， 1,2, ,i n=            (1) 
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其中 ,i iδ ω 为第 i台机的发电机转子角度和速度。 
将事故后的稳定平衡点变换到原点后，多机系

统的状态方程变为 
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根据泰勒定理，将 ( )ig′ x, y 在包含原点的邻域表
达为 
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观察式(7)得 ( ) 0ig =0 , 且 0 1σ≤ ≤ , 可将式(9)变换
为下列形式 

21 1 1

1 1 1

( ) ( )1( )
2

n n n
i i i

i i j
j j ki j j k

D g gg y x
M x x x

− − −

= = =

∂ ∂
′ = − + + ⋅

∂ ∂∑ ∑∑0 0x, y

2 21 1

1 1

( ) ( )1
2

n n
i i

j k j k
j k j k j k

g gx x x x
x x x x

σ− −

= =

 ∂ ∂
+ −  ∂ ∂ 

∑∑ 0x     (10) 

令 T T T( )=z x , y , 式(5)和式(6)表示为 
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各个分量表达式为 
（1）当 1,2, , 1i n= − 时 
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( i jg x∂ ∂ ， ija ， 2
ig∇  （）， 2 2( ) ( )i ig gσ∇ − ∇ 0x 表达

式推导详见附录 I)。 
因为 A是故障后平衡点的雅可比矩阵，所以假

设 A所有特征值实部为负。如果这个假设不满足，
则需要计算的稳定域不存在。 
2.2 稳定区域的解析表达 
现在需求解重新表达后式(11)的稳定域。因为

该系统仅包含三角函数，存在线性上界函数，因此

具有“准线性”的性质。取常见函数 

TV = z Pz                 (17) 

令Q为一正定对称矩阵，式(17)中V 函数的全导数
满足 
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只要满足式(18)条件，则 0V ≤ 。 
由上可以看出：在闭集合 { |nD R= ∈z  

2 }η≤z 里V 是负半定的。一旦找到了这样一个球，
即可选择 
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从而得到不变集 
{ | ( ) }n

c R V c DΩ = ∈ ≤ ⊂z z      (20) 
根据拉萨尔不变性原理[10]，封闭集合 cΩ 严格

包含于非线性系统式(11)的稳定域（即本文关心的
暂态稳定域）中。 

3  仿真结果 

第 2节推导了二阶上界函数稳定域方法闭合子
集的解析表达式，下面将以 3 机 9 节点系统和 10
机 39节点系统为例研究这个稳定域方法的效果。为
此特将采用二阶上界函数法所得的临界切除时刻的

机组相角和采用时域仿真法所得临界切除时刻的机

组相角进行比较。 
（1） 9节点系统仿真结果 
系统的参数见文献[15]。对该系统进行仿真计

算时，假设第 5节点发生三相短路故障，应用本文
方法(二阶上界函数法)进行仿真并和时域仿真法进
行分析对比，其结果如图 1所示。 
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图 1  9节点系统临界切除角度比较（第 5节点三相短路） 

Fig. 1  The comparison of critical clearing angles in the 
9-bus system 

（2） 新英格兰 10机 39节点系统 
该系统的参数和接线图见文献[12]。以该系统

进行与仿真(1)同样的计算，其结果如图 2所示。 
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图 2  新英格兰系统临界切除角度比较（第 26节点短路） 

Fig. 2 The comparison of critical clearing angles 
 in the New England system 
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（3） 与一阶上界函数法对比 
前面通过几个不同规模的仿真算例系统将二阶

上界函数法与时域仿真法进行了结果分析和对比，

下面将针对非均匀阻尼模型下的 2种不同的理论方
法一阶上界函数法和二阶上界函数法进行分析和比

较，对比结果如表 1所示。 
表 1 一阶上界函数法与二阶上界函数法性能对比表 

Tab. 1 the comparison form of first order upper bounding 
function method and second order upper bounding method 
临界切除角/度         9节点系统（第 5节点短路） 10机 39节点系统 

稳定域方法 第 2台机 第 3台机 
（第 38台机第 26
节点短路） 

一阶上界函数法 19.9170 13.3328 35.9454 

二阶上界函数法 20.3768 13.7449 35.9482 

由表 1可见，同一阶上界函数法相比，二阶上
界函数保守性有所改善。但由于上界函数仅包含了

微分方程非线性项的上界，并且由于李亚普诺夫函

数的固有保守性及公式推导时多次用到的不等式关

系，因此上界函数法所得稳定域与真正的稳定域相

比还是可能有较大的差距。为减少保守性，在直接

法的早期研究中人们曾对此寄予厚望，结果未获成

功。由此导致了各种各样的能量函数法产生 [9,16]。

严格地讲，能量函数不是 Lyapunov函数，因此其计
算结果同本文方法没有可比性。 

4  结论 

本文基于非均匀阻尼多机系统经典模型，推导

了一个二阶上界函数的暂态稳定域估计方法，并针

对几个不同规模的算例系统进行了有关仿真计算。

与一阶上界函数法相比，本文方法保守性有所改善，

并且本文的模型具有更好的通用性，均匀阻尼和零

阻尼的情况可以视为其特例情况。理论推导及仿真

结果表明，本文方法严格可靠。 
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附录 I 

此 处 给 出 了 表 达 式 i jg x∂ ∂ ， ija ， 2 ( )ig∇ ⋅ ，
2 2( ) ( )i ig gσ∇ − ∇x 0 的上界函数。首先得出

ji xg ∂∂ 的表达

式为 

( )

0 0

0 0

1

sin( ) cos( ), ( )

sin( ) cos( ) ( )

ij ij ij ij ij ij

gi n

il il il il il ilj
l
l i

G x B x j i
P

G x B x j ix

δ δ

δ δ
=
≠

 ′ ′+ − + ≠
∂ =  ′ ′− + + + =∂ 


∑ ，
      (A1) 

令            ,ij ij i ij ij iG G M B B M′′ ′ ′′= =            (A2) 

则 ( ) /i jg x∂ ⋅ ∂ 的表达式为 
当 1,2,..., 1i n= − 时 ( j i= ) 

0 0

1

( ) 1 ( sin( ) cos( ))
n

gii
il il il il il il

lj i j
l i

Pg G x B x
x M x

δ δ
=
≠

∂∂ ⋅ ′′ ′′= − = + − +
∂ ∂ ∑  

(A3) 
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0 0( ) 1 sin( ) cos( )gii
ij ij ij ij ij ij

j i j

Pg G x B x
x M x

δ δ
∂∂ ⋅ ′′ ′′= − = − + + +

∂ ∂
， 

( j i≠ 时)               (A4) 
当 i n= 时 

0 0( ) 1 sin( ) cos( )gnn
nj nj nj nj nj nj

j n j

Pg G x B x
x M x

δ δ
∂∂ ⋅ ′′ ′′= − = − + + +

∂ ∂
 

(A5) 
在式(23)~(25)中令 0x = ，可求出 ija 为 
当 1,2,..., 1i n= − 时 

( )0 0

1

0 0

sin cos , ( )

sin cos , ( )

n

il il il il
l

ij l i

ij ij ij ij

G B j i
a

G B j i

δ δ

δ δ

=
≠


′′ ′′− == 


′′ ′′− + ≠

∑
             (A6) 

当 i n= 时 

0 0(0) 1 sin cosgnn
nj nj nj nj nj

j n j

Pga G B
x M x

δ δ
∂∂ ′′ ′′= = − = − +

∂ ∂
    (A7) 

2 ( )gi

j k

P
x x

∂ ⋅
=

∂ ∂
 

( )0 0

1

0 0

0 0

0 0

cos( ) sin( ) ,

cos( ) sin( ),

cos( ) sin( ),

cos( ) sin( ),

0,    

n

il il il il il il
l
l i

ij ij ij ij ij ij

ik ik ik ik ik ik

ij ij ij ij ij ij

G x B x i j k

G x B x i j k

G x B x i j k

G x B x i k j

δ δ

δ δ

δ δ

δ δ

=
≠


′ ′− + − + = =






′ ′− + − + ≠ =


′ ′+ + + = ≠


′ ′+ + + = ≠



∑

其它

   (A8) 

当 i n= 时( n j k≠ = ) 

2
0 0( )

cos( ) sin( )gn
nj nj nj nj nj nj

j k

P
G x B x

x x
δ δ

∂ ⋅
′ ′= − + − +

∂ ∂
    (A9) 

当 1,2,..., 1i n= − 时 

2
2 ( )1( ) gi

i
i j k

P
g

M x x
∂ ⋅

∇ ⋅ = − =
∂ ∂

 

( )0 0

1

0 0

0 0

0 0

: cos( ) sin( )

: cos( ) sin( )

: cos( ) sin( )

: cos( ) sin( )

: cos(

n

il il il il il il
l
l i

ij ij ij ij ij ij

ik ik ik ik ik ik

ij ij ij ij ij ij

ij i

i j k G x B x

i j k G x B x

i j k G x B x

i k j G x B x

i k j G x

δ δ

δ δ

δ δ

δ δ

=
≠

′′ ′′= = + + +

′′ ′′≠ = + + +

′′ ′′= ≠ − + − +

′′ ′′= ≠ − + − +

′′= ≠ −

∑

0 0) sin( )j ij ij ij ijB xδ δ












 ′′+ − +

   (A10) 

当 i n= 时( n j k≠ = ) 

2
2 ( )1( ) gn

n
n j k

P
g

M x x
∂ ⋅

∇ ⋅ = − =
∂ ∂

 

0 0cos( ) sin( )nj nj nj nj nj njG x B xδ δ′′ ′′+ + +        (A11) 
当 1,2,..., 1i n= − 时 

2 2( ) ( )i ig gσ∇ − ∇ =0x  

0 0

1

0 0

0 0

2 22 sin cos sin ,
2 2 2

2 2
2 sin cos sin ,

2 2 2

2 22 sin cos sin ,
2 2 2

2

n
il il il il il

il il
l
l i

ij ij ij ij ij
ij ij

ik ik ik ik ik
ik ik

x x xG B i j k

x x x
G B i j k

x x xG B i j k

G

σ δ σ δ σ

σ δ σ δ σ

σ δ σ δ σ

=
≠

 + +′′ ′′− + = =  
 

 + +
′′ ′′ − − ≠ =

 
 

 + +′′ ′′− = ≠  
 

′′

∑

0 02 2
sin cos sin ,

2 2 2

0,   

ij ij ij ij ij
ij ij

x x x
B i k j

σ δ σ δ σ













  + +

′′  − = ≠
   



 其它

(A12) 

( )
1

2 2 2 2
1 1

0 0

1

0 01

1

( ) ( ) max ( ) ( )

2 2         2 sin cos sin
2 2 2

2 2
         2 sin cos sin

2 2 2

 

n

i i i i jkk j

n
il il il il il

il il
l
l i

n
ij ij ij ij ij

ij ij
j
j i

g g g g

x x xG B

x x x
G B

σ σ

σ δ σ δ σ

σ δ σ δ σ

−

=

=
≠

−

=
≠

∇ − ∇ = ∇ − ∇ =

 + +′′ ′′− + +  
 

 + +
′′ ′′ − ≤

 
 

∑

∑

∑

x x0 0

1
2 2

1
        4 sin

2

n
il

il il
l
l i

xG B σ−

=
≠

′′ ′′+ +∑

0 0

1
2 2 2 2

1

1
2 2 2 2

2 2
1

2 22 sin cos sin
2 2 2

              2

              2 2

in in in in in
in in

n

il il il in in in
l
l i

n

il il in in
l
l i

x x xG B

G B x G B x

G B G B

σ δ σ δ σ

−

=
≠

−

=
≠

 + +′′ ′′− + ≤  
 

′′ ′′ ′′ ′′+ + + ≤

′′ ′′ ′′ ′′+ + + ≤

∑

∑ x x

 

1
2 2 2 2

2 2
1

2 2
n

il il in in i
l
l i

G B G B c
−

=
≠

 
 ′′ ′′ ′′ ′′+ + + = 
 
 

∑ x x    (A13) 

当 i n= 时( n j k≠ = )有 
2 2( ) ( )n ng gσ∇ − ∇ =x 0  

0 02 2
2 sin cos sin

2 2 2
nj nj nj nj nj

nj nj
x x x

G B
σ δ σ δ σ + +

′′ ′′ − − 
 

 (A14) 

( )2 2 2 2
max2

( ) ( ) ( ) ( )n n n ng g g gσ λ σ∇ − ∇ = ∇ − ∇ =x 0 x 0  

2 2
2 2max maxjj nj njj j

G B x dλ ′′ ′′≤ + = x     (A15) 

因为对于 1, 2,..., 1j n= − ： 
0 02 2

2 sin cos sin
2 2 2

nj nj nj nj nj
jj nj nj

x x x
G B

σ δ σ δ σ
λ

 + +
′′ ′′ = − − ≤ 

 

 

2 2 2 2 2 2
22 sin

2
nj

nj nj nj nj nj nj nj
x

G B G B x G B x
σ

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ ≤ + ≤ +  

(A16) 
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