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机械产品选配问题的二分图非形式化描述

刘明周 陈诚和 葛茂根 张铭鑫 扈 静

【摘要】 在机械产品选配中，为了表达装配模型应考虑的关键因素、装配体间的配合关系以及便于个性化更

改，建立基于二分图的机械产品选配非形式化描述模型，提出了ｄ型匹配需要满足的约束条件。利用 ０ １矩阵将非

形式化描述转化成一个便于用算法实现的形式化模型。在此基础上，提出了基于遗传算法的形式化模型求解方法。

通过一个机械产品选配实例对其进行了验证。
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引言

关于机械产品选配问题国内外已有不少研

究［１～４］
，这些研究主要集中在利用某种算法或策略

来进行选配问题的求解，然而实际选配过程中，对装

配结构中复杂关系和约束的描述是寻求最佳选配方

案的基础。通过非形式化描述可以有效地表达面向

选配的装配结构应考虑的关键因素以及装配体间的

配合关系，便于个性化更改。利用一定的转化机制，

对非形式化描述方法中直观表达的各种定性、定量

约束以及各约束之间关系进行形式化定义，可以建

立便于算法实现的形式化模型。

利用二分图建立机械产品选配问题的非形式化

描述，通过 ０ １矩阵转化为形式化描述，



构建了以



匹配率最大为目标的选配数学模型。鉴于遗传算法

对解决组合优化问题的有效性［５］
，提出利用遗传算

法对机械产品选配问题进行求解，并用一个机械产

品选配实例进行验证。

 基于二分图的机械产品选配问题非形式

化描述

根据待装配的两类零件配对时数量的比例，把

机械产品选配中的匹配问题分为两类：当一个 Ｘ型

零件与一个 Ｙ型零件形成装配对时，如发动机上活

塞和缸筒装配，称为 １型匹配；当一个 Ｘ型零件与

牆个Ｙ型零件形成装配对时，如球轴承装配，由一个

保持架和牆个滚子组成，称为ｄ型匹配。对于１型匹

配可由直接线性多项式算法求解，ｄ型匹配属于ＮＰ

Ｈａｒｄ组合优化问题
［２］
。这里对ｄ型匹配问题进行讨

论。

对于机械产品选配问题的描述常用二分图来实

现。在一定批量的零件间进行选配，使装配系统产出

最大化，寻找选配最大产出的过程就是求解二分图

最大匹配的过程。这里，应用二分图来对机械产品选

配问题进行非形式化描述。

令 牀＝｛牨１，牨２，…牨牏，…，牨牔｝和 牁＝｛牪１，牪２，…

牪牐，…，牪牕｝分别是 牔个元素和 牕个元素的有限集，并

且 牀∩牁＝，令 牱是元素对 牉＝｛牨牏，牪牐｝的集合，把

满足这些条件的三元组 爢＝｛牀，牱，牁｝称作二分

图［６］
。结合机械产品选配问题，牉＝｛牨牏，牪牐｝表示牨牏和

牪牐可以进行装配，并且满足配合公差等约束。边集 牱

的元素数目从一定程度上反映了一个装配方案的装

配对数目。图 １表示了基于二分图的机械产品选配

问题非形式化描述。

在非形式化描述的基础上，进一步对 ｄ型匹配

作如下规定：ｄ型匹配为一个边的集合 爩，其中 爩

是二分图 爢＝（牀，牱，牁）边集合的子集，爩牱，且满

足：每个 牁节点最多只能和 爩集中的一条边相连，

而每个 牀节点可以与 爩 集中的 ０～牆条边相连。

图 ２是一个 牆＝２的 ｄ型匹配。

在非形式化描述中，每个选配方案都对应着一

个 ｄ型匹配。而寻找的最优方案是二分图中的最大

ｄ型匹配。基于二分图对机械产品选配问题进行非

形式化描述既直观而又实用。利用一定的转化机制，

能在非形式化描述基础上完成对机械产品选配问题

的形式化描述，建立数学模型。

 基于二分图非形式化描述的机械产品选

配数学模型

基于二分图的非形式化描述模型的数学表达形

图 １ 基于二分图的选配

问题非形式化描述

Ｆｉｇ．１ Ｎｏｎｆｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ

ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｂａｓｅｄ

ｏｎｔｈｅｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ

图 ２ 牆＝２时的 ｄ型匹配

Ｆｉｇ．２ ｄｍａｔｃｈｉｎｇ牆＝２

式可以是矩阵，引入一个 牔×牕阶的 ０ １矩阵

┒＝［牄牏牐］牔×牕＝

１ ０ １ … １

０ １ １ … ０

    

熿

燀

燄

燅１ １ ０ … １

其中 牄牏牐＝

１ （第 牏个 Ｘ型零件和第 牐个 Ｙ型零件装配满足装配要求）

０ （第 牏个 Ｘ型零件和第 牐个 Ｙ型零件装配不满足装配要求｛ ）

（牏＝１，２，…，牔；牐＝１，２，…，牕）

由于 ｄ型匹配问题中两种零件符合 １∶牆的比

例关系，因此满足约束条件

∑
牕

牐＝１

牄牏牐＝牆 （１）

∑
牔

牏＝１

牄牏牐＝１ （２）

其中式（１）表示每行有 牆个 １元素，即一个 Ｘ型零

件与 牆个 Ｙ型零件配合；式（２）表示每列最多有一

个１元素，即一个Ｙ型零件最多只能用一次。由此可

以建立满足上述约束，以求 １元素最多的子矩阵为

目标的数学模型。但是此模型不便于算法实现，因此

作如下的假设和转换。

设有 牔个 Ｘ型零件和 牕个 Ｙ型零件进行装

配。在装配过程中，由于装配系统缓冲区待选零件的

数量和尺寸的变化主要由新到达零件的批量和前一

批次装配后剩余的零部件组成，待装零件在总数上

不能保证完全满足 １∶牆的比例关系。显然以 Ｘ型

零件为标准最多能完成的装配对数目为 牔，以 Ｙ型

零件为标准最多能完成的装配对数目为 牠＝牕燉牆，实

际能形成的装配对最大数量 爫＝ｍｉｎ｛牔，牠｝。牔和 牠

的大小关系会影响遗传算法的编码。

假设某个装配方案得到的装配对的数量为爫爛。

爫爛和 爫的比值表示了零部件参与匹配的程度，称

为匹配率 牊
［４］
，即

牊＝
爫爛

爫
×１００％
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假设有第 牏个 Ｘ型零件 牨牏，与 牨牏零件形成装配

对的 牆个 Ｙ型零件分别为｛牪１牏，牪２牏，…牪牑牏，…，牪牆牏｝，

牪牑牏（牑＝１，２，…，牆）表示与 牨牏配合的第 牑个 Ｙ型零

件。

由此提出以匹配率最大化为目标，基于二分图

非形式化描述的机械产品选配问题数学模型为

ｍａｘ牊＝
爫爛

爫
×１００％

ｓ．ｔ．（爟牏－牆牑牏）∈［犲
－
，犲
＋

烅

烄

烆 ］

（牏＝１，２，…，牔；牑＝１，２，…，牆） （３）

式中 爛——某一个装配方案

爟牏——Ｘ型零件 牨牏的尺寸大小

牆牑牏——Ｙ型零件 牪牑牏的尺寸大小

犲
＋
——Ｘ型零件和 Ｙ型零件配合公差上限

犲
－
——Ｘ型零件和 Ｙ型零件配合公差下限

 机械产品选配数学模型的遗传算法

 编码、解码及问题初始化

针对机械产品选配问题，将待装配的所有零件

按一定的顺序组成个体，对所有待选零件用自然数

进行编号，每个零件的代号为一个基因值，则遗传个

体是由待装配的所有零件代号组成。

当 牔＜牠时，每个装配方案最多能包含待装配

Ｘ型零件和 Ｙ型零件的数量分别为 牔和 牔牆，其遗

传个体的编码串长度 牓＝（１＋牆）牔；同理当 牔＞牠时，

遗传个体的编码串长度 牓＝（１＋牆）牠。对于这两种情

形除了编码串长度不同，其余遗传运算基本一致。对

牔＜牠的情况加以讨论，编码为

爳＝｛代号 １，…，代号 牔，代号 牔＋１，…，代号 牓｝

编码中前面 牔个代号表示待配的 牔个 Ｘ型零

件，后面牔牆个代号表示待选的牔牆个Ｙ型零件。后

牔牆个代码分成位长为 牆的 牔个基因片段，依次分

别表示和 牔个 Ｘ型零件配合的 Ｙ型零件。其中，

（牏－１）牆＋牐（牏＝１，２，…，牔；牐＝１，２，…，牆）表示与基

因编码中的第 牏个 Ｘ型零件匹配的第 牐个 Ｙ型零

件。

在机械产品的选配过程中，由于一个零件最多

只能被使用一次，同一装配方案的不同零件组合中

不能选用同一个零件，而传统的符号编码方法所对

应的交叉运算和变异运算，实现起来会使选配中同

一个零件重复使用，而得到无实际意义的选配方案。

为了克服上述缺点，采用 Ｇｒｅｆｅｎｓｔｅｔｔｅ等在求解旅

行商问题时提出的一种巡回路线编码方法［８］
。

把 Ｘ型和 Ｙ型待装零件全部编号，分别记录在

列表 爧１＝｛牀１，牀２，…，牀牏，…，牀牔｝、爧２＝｛牁１，牁２，…，

牁牐，…，牁牔牆｝中。从列表中随机选取一个零件，就从

列表中把该零件去除，用其在所有未选取零件列表

中的下标号来表示被选取零件的基因值。把剩余的

零部件重新按照原来的顺序编号，再从中选取下一

个零件，依次直到取完 ２个列表中的所有零部件。将

所有的下标号排列在一起得到一个新的列表，表示

一个选配方案。

具体编码示例：设 Ｘ型零件与 Ｙ型零件进行配

合，设 牆＝２，Ｘ型零件与 Ｙ型零件数量分别是 ４和

８，则爧１＝｛牀１，牀２，牀３，牀４｝，爧２＝｛牁１，牁２，…，牁８｝。

若随机产生 ２个个体 爳１和 爳２

爳１＝｛２３１１１３６４１２２１｝

爳２＝｛１２１１４７１３４３１１｝

按上述的编码方法，这 ２个个体经解码后得到的选

配方案为

爳１＝｛牀２牀４牀１牀３牁４牁３牁８牁６牁１牁５牁７牁２｝

爳２＝｛牀１牀３牀２牀４牁４牁８牁１牁５牁７牁６牁２牁３｝

针对选配问题，遗传个体种群规模具体值根据

实际问题的规模通过试验获得。

 确定适应度函数和选择运算方式

目标函数非负，符合适应度函数要求。因此，选

用目标函数作适应度函数 牊牎＝牊（爛）。

选择运算采用最优保全策略和比例选择方法。

设种群大小为 爩，其中个体 爳牏的适应度值为 牊牏，则

该个体 爳牏被选中的概率 爮牏为

爮牏＝牊牏 ∑
爩

牑＝１

牊牑

选择运算时生成一个［０，１）范围内的随机数

牘牜，如果∑
牏

牫＝１

爮牫≤牘牜＜∑
牏＋１

牫＝１

爮牫，则个体 爳牏被选中。随

后，再对所有选中个体按一定概率进行交叉和变异

运算。

 交叉运算

交叉运算采用双点交叉的方式，具体过程为：

（１）分别在两种零件的编码串中依据设定的交

叉概率 牘牅随机选择 ２个交叉点，尽量使 ２种零件都

可以进行交换。按此方法对上述的示例选择 ２个交

叉点，即

爳１＝｛２３ １ １ １ ３ ６ ４ １ ２ ２１｝

爳２＝｛１２ １ １ ４ ７ １ ３ ４ ３ １１｝

（２）交换 ２个个体在所设定的 ２个交叉点之间

的部分染色体，得到子代个体的基因为

爳′１＝｛２３１１４７６４１２２１｝

爳′２＝｛１２１１１３１３４３１１｝

 变异运算

为了保证选配时不产生无效的选配方案，变异

运算时基因值的变化作如下规定：在变异运算过程
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中 Ｘ型零件的第 牏（牏＝１，２，…，牔）个基因值变异后

所对应的基因值只能从｛１，２，３，…，牔－牏＋１｝中选

取一个与原值不同的值；Ｙ型零件的第 牐（牐＝１，２，

…，牔牆）个基因值变异后所对应的基因值只能从

｛１，２，３，…，牔牆－牐＋１｝中选取一个与原值不同的

值。由于使用的是巡回路线编码方法，以此方法进行

变异不会出现不合法个体。若对上述交叉后产生的

个体 爳′１进行变异运算，随机产生变异点，具体操作

为

变异点 １ 变异点 ２

↑ ↑

爳′１＝｛２③ １１４７６④ １２２１｝

变异点 １、变异点 ２所对应的基因位分别表示

个体编码串中的第 ２个 Ｘ型零件和第 ４个 Ｙ型零

件，变异后所对应的基因值只能分别从｛１，２，３｝和

｛１，２，３，４，５｝中选取和原值不相等的值。假设所取的

基因值分别为 ２和 ５，变异后产生的新个体 爳″１为

爳″１＝｛２２１１４７６５１２２１｝

 终止准则

终止代数 爴是表示遗传算法运行结束条件的

一个参数［７］
，应根据实际问题的规模设置 爴值，一

般的取值范围是 １００～１０００。

 应用实例

以某离合器生产厂的 ＤＬＭ９ １０型无滑环湿

式多片电磁离合器中的主轴和向心轴承的装配为

例。图 ３为其装配示意图
［８］
。

图 ３ ＤＬＭ９ １０型电磁离合器装配示意图

Ｆｉｇ．３ ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＤＬＭ９ １０

ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｃｌｕｔｃｈａｓｓｅｍｂｌｙ

１．主轴 ２．轴承 ３、４ ３．轴承 １、２

装配时采用同轴安装，主、从动轴都轴向固定，

无窜动，必须保证轴和轴承小过盈配合。轴承 １、２和

主轴配合的基本尺寸为 爟１＝５０ｍｍ，轴径为 牆′１＝

犗５０
＋００４３
＋００２７ｍｍ，轴承内径 爟′１＝犗５０

＋００２５
０ ｍｍ；轴承 ３、４

和轴套配合基本尺寸为 爟２＝６５ｍｍ，轴套外径牆′２＝

犗６５
＋００５３
＋００３４ｍｍ，轴承内径 爟′２＝犗６５

＋００３
０ ｍｍ。这里把轴

和轴套看作 Ｘ型零件 牀１和 牀２，轴承 １、２为与 牀１

配合的轴承 牁１，轴承 ３、４为与牀２配合的轴承 牁２，并

且 牆值都为 ２。

表 １和表 ２是从生产现场采集的待装零件实际

尺寸数据。由于各待装零件总数比例不均，最多能完

成的组件套数为 ７。利用遗传算法求解，取种群规模

爩＝５０，交叉概率 牘牅＝０３，变异概率 牘牔＝０００１，终

止代数爴＝１００。经计算得到最佳选配组合如表３所

示，可以装配组件 ７套，零件的匹配均满足小过盈配

合要求。

表  轴承的编号及内径

． ┊│┇┃┃┃┇┐│┉┇┄┇┃

轴承 １、２

编号 １０１ １０２ １０３ １０４ １０５ １０６ １０７ １０８ １０９ １１０ １１１ １１２ １１３ １１４ １１５

内径 爟′１燉ｍｍ ５０００１５００００５００１２５００２４５００１６５００１９５０００９５００１０５００２１５００１８５００１３５００１３５００


１５５００２１５０００２

轴承 ３、４

编号 ２０１ ２０２ ２０３ ２０４ ２０５ ２０６ ２０７ ２０８ ２０９ ２１０ ２１１ ２１２ ２１３ ２１４ ２１５ ２１６

内径 爟′２燉ｍｍ ６５００８６５０２９６５０２１６５００９６５０００６５０１９６５０１５６５０２２６５０２４６５０１４６５０１４６５０２３６５０３０６５００９６５０１１６５０１３

表  主轴编号及主轴轴径、轴套外径

． ┊│┇┃│┉┇┄┅┇┃┅━┍┈，┃

┄┊┉┇┐
















│┉┇┄┊┈┃

编

号

主轴轴径

牆′１燉ｍｍ

轴套外径

牆′２燉ｍｍ

３０１ ５００２８ ６５０４３

３０２ ５００４２ ６５０５２

３０３ ５００３５ ６５０５３

３０４ ５００３０ ６５０４８

编

号

主轴轴径

牆′１燉ｍｍ

轴套外径

牆′２燉ｍｍ

３０５ ５００３３ ６５０４６

３０６ ５００３８ ６５０３８

３０７ ５００４１ ６５０３９

３０８ ５００３２ ６５０４５

表  选配结果

． ┈┊━┉┈┄│┉┃

组件编号 主轴 轴承 １ 轴承 ２ 轴承 ３ 轴承 ４

００１ ３０１ １０２ １０１ ２１５ ２１６

００２ ３０４ １１５ １０７ ２０３ ２０８

００３ ３０８ １０８ １０３ ２１０ ２１１

００４ ３０５ １１１ １１２ ２０７ ２０６

００５ ３０３ １１３ １０５ ２０２ ２１３

００６ ３０６ １１０ １０６ ２０５ ２０１

００７ ３０７ １０９ １１４ ２０４ ２１４
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表  工作空间补偿后的位姿误差

． ┄┈┉┄┃┐┇┄┉┉┄┃┇┇┄┇┈┉┇┇┇┄┇

┄│┅┃┈┉┄┃┄┃┉┌┄┇─┐┈┅┈

序号 Δ牨牅燉ｍｍ Δ牪牅燉ｍｍ Δ牫牅燉ｍｍ Δ犞牅燉（°） Δ牀牅燉ｍｍ

１ ０．０１００ ０．００８９ －０．０１０７ ０．００５９ ０．０１７１

２ ０．００９７ ０．００９９ －０．００９９ ０．００７１ ０．０１７０

３ ０．００８９ ０．０１０８ －０．００８６ ０．００８４ ０．０１６４

４ ０．００７９ ０．０１２１ －０．００７２ ０．１０８０ ０．０１６１

５ ０．００６０ ０．０１３５ －０．００５３ ０．０１４０ ０．０１５７

６ ０．００６６ ０．０１０８ －０．００５４ ０．００８４ ０．０１３７

７ ０．００６９ ０．００９６ －０．００５２ ０．００６４ ０．０１２９

８ ０．００６９ ０．００８７ －０．００４８ ０．００５４ ０．０１２１

９ ０．００６９ ０．００７８ －０．００４４ ０．００４６ ０．０１１３

１０ ０．００７０ ０．００７３ －０．００４２ ０．００４０ ０．０１０９

 结论

（１）根据全微分机构的位置反解模型方法建立

了机构的误差模型，该模型具有误差正解和反解

２种形式，运用这 ２种形式可以进行误差分析和误

差补偿。

（２）求解出误差模型的雅各比矩阵和算法，编

制了Ｍａｔｌａｂ求解误差程序，对机构的结构参数和运

动输入参数等原始误差引起的机构动平台位姿误差

作了仿真和定量分析。为该并联机器人样机的制造

提供了精度设计的依据。

（３）充分运用误差正解和反解模型，研究了软

件误差补偿方法的工作空间和关节空间补偿的 ２种

算法。通过误差补偿算法仿真了机构的误差补偿，实

例说明 ２种误差补偿算法可靠实用。
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 结束语

利用二分图对机械产品选配问题进行非形式化

描述，能有效地表达选配中各零部件的配合关系及

关键约束。通过 ０ １矩阵实现了非形式化描述转化

为便于求解的形式化模型。提出了以遗传算法来求

解该问题的方法，保证了装配体配合精度，实现了匹

配率最大的目标，从而剩余零件数最少。
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