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螺旋锥齿轮啮合热特性分析

明兴祖 严宏志 陈书涵

【摘要】 在对螺旋锥齿轮啮合方程进行分析的基础上，采用“自底向上”的实体建模方法和八节点六面体等参

元，建立其三齿的有限元分析 ３ Ｄ模型，并基于热传导理论，建立了螺旋锥齿轮啮合的本体稳态温度场；由此，对

热和结构两个物理场进行耦合，仿真分析了螺旋锥齿轮啮合过程热应力和热变形。结果表明，螺旋锥齿轮副多齿啮

合时，其中一个齿的啮合中心处稳态温度较高；最大热应力与热变形不在啮合中心，而是分别在靠近啮合中心的齿

根和齿顶部位。
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引言

螺旋锥齿轮轮齿的啮合热特性（温度场、热应力

和热变形）是影响齿轮传动质量的重要技术指标。已

有的相关研究均以直齿轮、斜齿轮或螺旋锥齿轮的

单齿模型为基础［１～５］
，且在其热和结构的耦合分析

方面还未见公开报道。本文基于热传导理论和有限

元法，考虑螺旋锥齿轮空间共轭曲面的啮合特点，通

过建立螺旋锥齿轮啮合的几何模型和三齿三维有限

元分析模型，进行有限元仿真，得出螺旋锥齿轮啮合

时的本体稳态温度场，并进一步对热和结构两个物

理场进行耦合，得出其热应力和热变形的分布规律，

为螺旋锥齿轮的设计、制造和使用提供依据。

 螺旋锥齿轮的几何模型

 螺旋锥齿轮的数学方程

弧齿锥齿轮是准双曲面齿轮的特殊形式。本文

以准双曲面齿轮为研究对象，其大轮可采用滚切法

加工，大轮齿面是由刀盘在与大轮的相对滚切运动

中展成的，设描述大轮切齿过程的坐标系为 犈牜
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｛爭牜，┳牜，┴牜，┵牜｝，描绘加工大轮的刀盘（产形面）的坐

标系为 犈牅牜＝｛爭牅牜，┳牅牜，┴牅牜，┵牅牜｝，则在 犈牅牜坐标系中，产

形面的几何特征矢量可表示为

┿
（牅牜）
牅牜 ＝（ｓｉｎ牏ｓｉｎ牐，－ｓｉｎ牏ｃｏｓ牐，－ｃｏｓ牏）

┢
（牅牜）
牅牜 ＝牜牅牜（－ｃｏｓ牏ｓｉｎ牐，ｃｏｓ牏ｃｏｓ牐，－ｓｉｎ牏）

┾
（牅牜）
牅牜 ＝（－ｓｉｎ犗牜ｓｉｎ牐，－ｓｉｎ犗牜ｃｏｓ牐，－ｃｏｓ犗牜）

┸
（牅牜）
牅牜 ＝（ｃｏｓ犗牜ｓｉｎ牐，－ｃｏｓ犗牜ｃｏｓ牐，－ｓｉｎ犗牜

烅

烄

烆 ）

（１）

式中 ┿
（牅牜）
牅牜 ——和产形面共线的单位矢量

┢
（牅牜）
牅牜 ——刀尖 爮点的径矢

┾
（牅牜）
牅牜 、┸

（牅牜）
牅牜 ——产形面在过刀尖 爮点母线上的

单位切矢和法矢

牏、牐——加工大轮基本刀倾角和刀倾方向角

牜牅牜——刀盘的刀尖半径

犗牜——过刀尖 爮点的产形面母线和摇台轴线

的夹角

在 犈牜坐标系中，大轮齿面上任意接触点 爮的

几何特征矢量表示为

┢
（牜）
牜 ＝└

（牜）
牜牜＋┑

（牜）
牅牜－牄牠牜┾

（牜）
牜

┸
（牜）
牜 ＝┝（牰牔）牐牜┝（牚牜）牑牜┝（┿

（牅牜）
牅牜 ，犤牅牜）┝（－牐）牑牜┝（牏）牏牜┸

（牅牜）
牅牜

┾
（牜）
牜 ＝┝（牰牔）牐牜┝（牚牜）牑牜┝（┿

（牅牜）
牅牜 ，犤牅牜）┝（－牐）牑牜┝（牏）牏牜┾

（牅牜）

烅

烄

烆 牅牜

（２）

其中

└
（牜）
牜牜＝┝（牰牔）牐牜（牀牜┺牜－牀牄牜┵牜＋爠牔牜┴牜）

┑
（牜）
牅牜＝┝（牰牔）牐牜［┣牜＋┝（牚牜）牑牜┝（┿

（牅牜）
牅牜 ，犤牅牜）·

┝（－牐）牑牜┝（牏）牏牜┢
（牅牜）
牅牜

烅

烄

烆 ］

（３）

式中 ┢
（牜）
牜 、┸

（牜）
牜 、┾

（牜）
牜 ——大轮齿面上任意接触点 爮

的径矢、法矢和切矢

└
（牜）
牜牜、┑

（牜）
牅牜——计算矢量

牄牠牜——从刀尖沿 牠牜的反向到瞬时接触点的

距离

┝（牰牔）牐牜——绕单位向量 ┴牜旋转 牰牔角的变

换矩阵

┝（牚牜）牑牜——绕单位向量 ┵牜旋转 牚牜角的变换

矩阵

┝（┿
（牅牜）
牅牜 ，犤牅牜）——绕矢量┿

（牅牜）
牅牜 旋转 犤牅牜角的变换

矩阵

┝（－牐）牑牜——绕单位向量 ┵牜旋转－牐角的变

换矩阵

┝（牏）牏牜——绕单位向量┳牜旋转牏角的变换矩阵

牀牜、牀牄牜、爠牔牜——加工大轮的轴向轮位、床位

和垂直轮位调整值

┺牜——大轮轴线上的单位矢量

犤牅牜——爮点所在刀盘轴截面的相位角

┣牜——爭牅牜点在切齿坐标系中的径矢

小轮的加工一般用滚切法，其齿面计算点坐标

可由大小轮安装位置的几何关系确定。设描述左旋

小轮切齿过程的坐标系为 犈牓＝｛爭牓，┳牓，┴牓，┵牓｝，大小轮

齿面在 爞点共轭，当大轮转角为 犝时，则共轭接触

条件为

┢牓＝┢牉＋┢牜

┦牜牓·┸牜
烅
烄

烆 ＝０
（４）

其中 ┢牉＝爠┴牜

┢牜＝┝（┳牜，犝）┢
（牜）
牜

┸牜＝┝（┳牜，犝）┢
（牜）
牜

┦牜牓＝┠牜×┢牜－┠牓×┢牓

┠牜＝－┳牜

┠牓＝
爣

牎

烅

烄

烆
（ｃｏｓ犈，０，ｓｉｎ犈）

（５）

式中 ┢牓——坐标系 犈牓中的径矢

┢牉——坐标系 犈牓原点 爭牓到坐标系 犈牜原点

爭牜的径矢

┢牜——坐标系 犈牜中的径矢

爠——小轮的偏置量

┝（┳牜，犝）——绕单位向量 ┳牜旋转 犝角的变换

矩阵

┠牓——小轮轴线上的单位矢量

爣、牎——大、小齿轮的齿数

犈——大小轮的轴交角

则小轮齿面计算点 爞的径矢 ┢
（牓）
牓 、法矢 ┸

（牓）
牓 和切

矢 ┾
（牓）
牓 为

┢
（牓）
牓 ＝┝（－犈）牐牜┢牓

┸
（牓）
牓 ＝┝（－犈）牐牜┸牓

┾
（牓）
牓 ＝┝（－犈）牐牜┝（┳牜，犝）┾

（牜）

烅

烄

烆 牜

（６）

式中 ┝（－犈）牐牜——绕单位向量 ┴牜旋转－犈角的

变换矩阵

┸牓——坐标系 犈牓中的法矢

 螺旋锥齿轮的实体建模

采用“自底向上”（即点、线、面到体）的实体建模

方法，即通过上面的啮合方程计算出准双曲面齿轮

齿面网格点坐标，创建模型的各个曲面上所有离散

图 １ 小轮的实体模型

Ｆｉｇ．１ Ｓｏｌｉｄｍｏｄｅｌｏｆ

ａｓｍａｌｌｇｅａｒ

关键点。再将关键点拟合

成样条曲线，然后由曲线

蒙皮构成曲面，由封闭曲

面生成单齿实体，由单齿

模型沿圆周方向旋转复制

得到整个齿轮。用这种方

法很容易实现齿轮实体模

型参数化与自动生成，得

到的螺旋锥齿轮小轮实体

模型如图 １所示。
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 有限元建模与分析方法

热传导理论是有限元建模与分析的基本支撑

点［６］
，考虑螺旋锥齿轮的结构和啮合运动的复杂性，

以及啮合时齿轮本体温度场受多因素的影响，其本

体温度场是一个由非稳态温度场（随空间和时间变

化）到稳态温度场（只随空间变化）的渐变过程。

在进行螺旋锥齿轮啮合的有限元建模与分析

时，由于啮合时摩擦热源沿表面移动速度足够快，以

至大于热传导的速度，和齿轮本体温度发生变化所

需的时间相比，轮齿转动一周的时间相对较短，可认

为每个啮合轮齿由于摩擦被输入的热量相同，其温

度分布情况也基本相同。对于热特性的分析方法，常

用的有解析法和数值解法。解析法一般适用于形状

简单、导热规律不太复杂的问题；而有限元法能解决

复杂的热传导问题，对实际问题有很大的适应性。

 热传导偏微分方程和定解条件

螺旋锥齿轮本体温度场采用三维传热模型，对

于无内热源的齿轮啮合时，非稳态温度场在直角坐

标系下的热传导微分方程为

犱牅
爴
牠
＝犧


２
爴

牨
２＋

２
爴

牪
２＋

２
爴

牫槏 槕２ （在 犓内）（７）

式中 犱——材料密度 牅——材料比热容

爴——温度 牠——时间

犧——材料导热系数 犓——空间域

当啮合过程达到热平衡后，其温度与时间无关，

这时的齿轮本体温度是一个稳态温度场，令式（７）中

的爴燉牠＝０即可。

图 ２ 轮齿温度场模型的

边界条件

Ｆｉｇ．２ Ｂｏｒｄｅｒｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄ

ｍｏｄｅｌｏｆａｔｏｏｔｈ

１．齿顶 ２．齿形 ３．大端

４．齿根 ５．齿面（凹面）

６．轮毂

轮齿温度场模型的定

解条件如下：

（１）初始条件。又称为

时间条件，它给出时间 牠＝

０时物体内部的温度分

布。对于稳态导热过程，没

有初始条件；对于非稳态

导热过程，爴牠＝０＝牊（牨，牪，

牫）。

（２）边界条件。基于图２

所示的齿根圆以下一定深

度内的上面轮齿部分：

啮合区（凹面或凸面，

称为 爩区）温度的特定边

界条件，其数学形式为

－犧（爴燉牨）＝犜牠（爴－爴０）－牚 （８）

式中 犜牠——啮合区的传热系数

爴０——啮合区外周围的环境温度

牚——轮齿啮合时产生的摩擦热流量

非啮合区（含轮毂左截面、轮毂右截面、轮齿底

部分截面 牆和齿顶面等未啮合齿面，称为 爫区）温

度的特定边界条件，其数学形式为

－犧（爴燉牕）＝犜牠（爴－爴０） （９）

式中 牕——热交换面的外法线方向

对流换热区（齿轮大端或小端面，称为 爳区）的

特定边界条件，其数学形式为

－犧（爴燉牕）＝犜牞（爴－爴０） （１０）

式中 犜牞——非啮合区的传热系数

另外，在分齿截面（轮毂左截面 牘区与轮毂右

截面 牚区），有

爴燏牘＝爴燏牚

爴燉牕燏牘＝爴燉牕燏
烅
烄

烆 牚

（１１）

在轮齿底部分截面（牆区），有

爴燉牕＝０ （１２）

 有限元模型的建立

根据有限单元法的离散原理，将螺旋锥齿轮整

个空间域 犓离散化分成有限个单元，每个单元都应

该满足热传导方程。将式（７）用变分形式的泛函表

示，单元内部某一点的温度可由节点温度与形函数

的乘积得到，这样就将整个计算区域的泛函化成了

所有节点温度的多元函数，整个温度场就可用节点

温度表示。通过求泛函最小值的必要条件，则 犓内

齿轮本体稳态温度场的线性方程组为

┛┤＝┡ （１３）

式中 ┛——本体温度场的总热传导矩阵

┤——齿轮本体温度场温度列矩阵

┡——总的节点热流量矩阵

为使分析精确，在建立螺旋锥齿轮啮合分析模

型时，采用三齿有限元分析模型（如图 ３中的图形），

分析单元采用八节点六面体单元。在进行网格划分

时，可针对不同的要求，采取不同的网格划分方法，

如自由网格或映射网格划分等。

 齿轮本体温度场的求解与有限元仿真

 摩擦热载荷的加载

根据螺旋锥齿轮的啮合原理，其接触区为两共

轭曲面点附近的接触椭圆，齿轮在啮合传动时由摩

擦所产生的热量全部由该对齿轮两个啮合面吸收，

且忽略由于滚动摩擦和金属变形摩擦所产生的很少

热量，而只计算滑动摩擦所产生的摩擦热流量

牚＝爲牥牊
爡牕牤

爥牄
（１４）

式中 爲牥——两齿轮的热量分配比例

牊——滑动摩擦因数 爡牕——齿面法向力
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牤——齿面相对滑动速度

爥——热功当量 牄——赫兹接触宽度

热量分配比例 爲牥取决于一对螺旋锥齿轮相互

啮合的两轮材料的密度、导热系数、比热容和啮合点

的切线速度，这里可取 爲牥＝０５。

滑动摩擦因数 牊与工作条件、载荷、几何参数

及润滑情况等有关，由于螺旋锥齿轮啮合状况的复

杂性，可通过实测或经验数据确定，一般推荐
［７］
牊＝

００４５～００６５。

 实例参数的设定与仿真

以一对螺旋锥齿轮副啮合为对象，其基本参数

为：大轮齿数 爫２＝４６，左旋，齿宽 牄＝５７１５ｍｍ，大

端节圆直径 牆２＝３７８１２ｍｍ；小轮齿数 牂１＝１５，右

旋，节圆直径牆１＝１２３３ｍｍ，节锥角犠１＝１８０６０５°，

轴交角 犈＝９０°。这里主要讨论小轮（主动轮），转速

牕１＝５６００ｒ燉ｍｉｎ，法向载荷爡牕＝３４０６０Ｎ，环境温度

爴０＝５０℃，材料为２０ＣｒＭｏＴｉ，硬度为５８～６２ＨＲＣ，

材料特性为：弹性模量２１０ＧＰａ，泊松比０３，密度犱＝

７９００ｋｇ燉ｍ
３
，比热容 牅＝４６０Ｊ燉（ｋｇ·Ｋ），导热系数

犧＝４０Ｗ燉（ｍ·Ｋ），传热系数犜牠＝５００Ｗ燉（ｍ
２
·Ｋ），

犜牞＝ １１００Ｗ燉（ｍ
２
·Ｋ），线膨胀系数犜′＝１１２×

１０
－５
Ｋ
－１
，热功当量爥＝０１０２ｋｇ·ｍ燉Ｊ。

采用有限元软件 ＡＮＳＹＳ分析，得到距大端较

近啮合位置和距小端较近啮合位置的轮齿本体稳态

温度场分布云图，如图 ３所示，温度值分布范围分别

在 ７１５～８０９℃、７１５～７７℃之间。从图可知，多

对螺旋锥齿轮副啮合时，其中一个齿的啮合区温度

最高，且每个齿的最高温度区域分布在各齿啮合的

中心部位，这是由于摩擦输入的热量集中于该区域。

在径向方向从啮合点向齿顶，轮齿温度下降梯度较

大；而往齿轮轴心方向温度下降梯度较小。

通过进一步比较分析还发现，本体稳态温度随

环境温度 爴０、导热系数 犧、传热系数 犜牠及 犜牞、热流量

牚和螺旋角 犝的变化而变化，但温度场分布规律基

本不变；在其他条件一定的情况下，本体稳态温度随

爴０、牚的增大而增大，而随犧、犜牠、犜牞和犝的增大而减少。

图 ３ 轮齿本体稳态温度场分布云图

Ｆｉｇ．３ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｎｅｐｈｏｇｒａｍｏｆｂｕｌｋｓｔａｔｉｃｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄｏｆａｂｅｖｅｌｇｅａｒ

（ａ）距大端较近啮合处 （ｂ）距小端较近啮合处

 热应力和热变形的计算与分析

齿轮啮合热最终通过热应力和热变形影响啮合

质量，在此对螺旋锥齿轮热应力和热变形进行分析。

不考虑齿面材料的各向异性及表面残余应力等因素

的影响，并假设齿轮啮合为理想接触。

 热应力的计算与分析

热应力是由于零部件的温度场不均匀、外加约

束、材料的不均质或物理及结构等特性不同引起各

单元体间强迫膨胀与约束的应力。

通过有限元单元类型转换和热分析物理环境与

结构分析物理环境之间的转换，将轮齿本体稳态温

度场的数据导入到结构物理场中，经过热燉结构的间

接耦合后得到 ＶｏｎＭｉｓｅｓ等效应力。距大端较近啮

合处等效热应力分布云图如图 ４所示，其轮齿热应

力分布范围为 ０～１９６ＭＰａ。图 ５为轮齿稳态温度

分别沿齿长、齿高方向离啮合中心不同距离的齿面

上各节点热应力变化曲线。图 ６为沿齿厚方向离啮

合中心不同距离的各节点热应力变化曲线。从图中

图 ４ 等效热应力分布云图

Ｆｉｇ．４ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｎｅｐｈｏｇｒａｍｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｔｈｅｒｍａｌｓｔｒｅｓｓ

看出，热应力最大处不在最高温度的啮合中心处（图

中横坐标为 ０的曲线节点 ７５４８），而是在靠近啮合

处的齿根部位，即图 ５ｂ中离啮合中心一定距离的纵
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坐标值最大的曲线节点附近（即５８０４节点），这主要

是其受轮辐结构整体性的膨胀约束强，温度也较高。

靠近啮合中心的其他各部位的热应力次之，且沿齿

长（图 ５ａ）和齿厚方向（图 ６）均随温度的下降而呈梯

度下降。远离啮合中心区域的热应力最小，如图 ５ｂ

中的末端（即齿根下 ４ｍｍ处轮毂节点１８７８）处，热

应力接近零。齿根部位的热应力最大，与齿轮胶合一

般发生在该处的事实相吻合，故齿根是螺旋锥齿轮

在高速重载条件下产生热应力破坏的危险部位，须

注意其结构设计。

图 ５ 齿面各节点热应力变化曲线

Ｆｉｇ．５ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｒｍａｌｓｔｒｅｓｓｏｆ

ｎｏｄｅｓｏｎｇｅａｒｓｕｒｆａｃｅ

（ａ）齿长方向 （ｂ）齿高方向

图 ６ 沿齿厚方向各节点热应力变化曲线

Ｆｉｇ．６ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｒｍａｌｓｔｒｅｓｓｏｆ

ｎｏｄｅｓａｌｏｎｇｇｅａｒｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

 热变形的计算与分析

在进行热变形的耦合求解时，把热变形引起的

初始应变转化为等效节点载荷，并对其进行有限元

计算［８］
，即

┛牉熥┯＝┖牉 （１５）

其中 ┛牉＝
爼
（牉）

┒
Ｔ
└┒ｄ爼 ┖牉＝

爼
（牉）

┒
Ｔ
└犡０ｄ爼

熦０＝犜′Δ爴（１１１０００）
Ｔ

式中 ┛牉——单元刚度矩阵

熥牉——轮齿热变形向量

┖牉——由初始应变引起的单元节点载荷向量

┒——应变矩阵 └——弹性矩阵

爼
（牉）
——轮齿热变形空间域

爼——轮齿积分变量

Δ爴——轮齿体积温度变化量

经过热燉结构有限元耦合分析，在距小端较近啮

合处，轮齿热变形前的齿形边缘与总热变形分布云

图如图 ７所示，轮齿各点热变形分布范围为 ０～

０２８５μｍ，热变形使轮齿产生膨胀变形，增大了齿

厚。图 ８为沿齿长方向离啮合中心（图中横坐标为 ０

的曲线节点 ２０９９）不同距离的齿面上各节点热变形

变化趋势，可知啮合点附近的热变形较大，随着离啮

合点距离的增加，其热变形呈近似线性下降，从而使

工作齿面向外膨胀呈中凸形，可使接触区域的变形

减少，在一定程度上可减缓齿轮的啮入啮出冲击。

图 ７ 轮齿总热变形分布云图

Ｆｉｇ．７ Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｎｅｐｈｏｇｒａｍｏｆｔｏｔａｌｔｈｅｒｍａｌ

ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆａｇｅａｒ

图 ８ 沿齿长方向各节点热变形曲线

Ｆｉｇ．８ Ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｒｍａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ

ｎｏｄｅｓａｌｏｎｇｇｅａｒｌｅｎｇｔｈ

图 ９ 沿齿高方向各节点热变形曲线

Ｆｉｇ．９ Ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｒｍａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆ

ｎｏｄｅｓａｌｏｎｇｇｅａｒｈｅｉｇｈｔ

图 ９为沿齿高方向离啮合中心不同距离的齿面

上各节点热变形变化趋势，热变形最大处不在最高

温度的啮合中心（节点２０９９）处，而是在靠近啮合处

的齿顶部位（图中纵坐标值最大的 １３８节点处），这

主要由于齿顶部位的位移自由度最大，且此处的温

度较高。图 １０为沿齿厚方向的热变形情况，牀位移

值范围为－０２６６～００１０５μｍ，从而造成齿面接触

向齿厚的啮出区偏移，严重降低了齿轮的承载能力

和传动性能，所以高速、重载传动的螺旋锥齿轮必须

进行适当的轮齿热变形修形。
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图 １０ 沿齿厚的 牀热变形云图

Ｆｉｇ．１０ Ｎｅｐｈｏｇｒａｍｏｆ牀ｔｈｅｒｍａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ａｌｏｎｇｇｅａｒｔｈｉｃｋｎｅｓｓ

通过对距大端较近处与距小端较近处不同啮合

位置的热应力和热变形进一步比较分析可知，由于

在大端较近啮合处的稳态本体温度较高，其齿根处

的最大应力、齿顶处的最大热变形均比距小端较近

啮合处的大。

 结论

（１）根据螺旋锥齿轮的啮合数学方程，采用“自

底向上”的实体建模方法和八节点六面体等参元，建

立了其三齿的有限元分析 ３ Ｄ模型，根据热传导

偏微分方程和定解条件，建立了本体稳态温度场。

（２）有限元温度场仿真分析结果表明，螺旋锥齿

轮副多齿啮合时其中一个齿啮合区中心的稳态温度

较高，且每个齿的最高温度点均在各齿啮合的中心

部位，从啮合点往齿顶方向较往齿根方向温度下降

梯度大；本体稳态温度随螺旋角的增大而减少，这是

与直齿、斜齿的温度分布所不同的，正好与螺旋锥齿

轮的多齿同时啮合的特点相符合。

（３）热应力和热变形分析结果表明，热应力最大

处不在啮合中心，而在齿根部位，这是热应力破坏的

危险部位；靠近啮合中心的齿顶部位的热变形最大。

沿齿长方向的热变形使工作齿面向外膨胀呈中凸

形，可使工作接触区域的变形减少，有利于减缓啮合

冲击；而沿齿厚方向的热变形造成齿面接触向齿厚

的啮出区偏移，严重降低了齿轮的承载能力和传动

性能，须进行适当的轮齿热变形修形。

（４）啮合中心的本体稳态温度是造成热应力和

热变形的主要原因，但最大热应力、最大热变形部位

与最高温度点不重合，说明还与结构、材料特性等多

因素有关。
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