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ABSTRACT: The indices for evaluating the unsymmetry of 
a matrix are constructed according to the norm relation between 
matrix and its symmetrical part or its unsymmetrical part, the 
relation between 1- norm and −∞ norm, the relation between 
maximum of absolute eigenvalue and maximum singular value, 
the relation between spectrum condition number and the ratio of 
maximum of absolute eigenvalue to minimum of absolute 
eigenvalue, the relation between the sum of participation factors 
based on left and right singular vectors corresponding to 
maximum singular value and 1. At the same time, the new 
indices for evaluating the singularity of unsymmetrical matrix 
are constructed according to the relation between minimum of 
absolute eigenvalue and minimum singular value, the relation 
between the sum of participation factors based on left and right 
singular vectors corresponding to minimum singular value and 
one. These indices are verified using load flow Jacobian matrix 
and its reduced ones on IEEE 30 system, and the result shows 
that the ranking of spectrum condition number of load flow 
Jacobian matrix and its reduced ones are determined by their 
minimum singular values. At last， the relation between 
unsymmetry and singularity of load flow Jacobian matrix is 
discussed. 

KEY WORDS: Load flow Jacobian matrix; Unsymmetry; 
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摘要：依据：①矩阵与其(反)对称部分范数间的关系；②矩
阵的 1-范数与∞ -范数之间的关系；③矩阵特征值的绝对值
的最大值与其最大奇异值之间的关系；④矩阵特征值的绝对

值最大值和矩阵特征值的绝对值的最小值之比与矩阵的谱

条件数之间的关系；⑤对最大奇异值，对应的奇异参与因子

之和与 1之间的关系，构造了衡量矩阵不对称性的指标，并
依据：①矩阵特征值的绝对值最小值与最小奇异值之间的关

系：②对最小奇异值而言，对应的奇异参与因子之和与 1之
间的关系，构造了衡量矩阵奇异性的指标。应用 IEEE30系
统算例和潮流雅可比矩阵及其相应的降阶雅可比矩阵对上

述指标进行了分析，得出了潮流雅可比矩阵及其相应的降阶

矩阵的谱条件数排序由相应的矩阵最小奇异值排序决定的

结论。 

关键词：潮流雅可比矩阵；不对称性；奇异性；谱条件数；

奇异参与因子 

1  引言 

在静态电压稳定性分析中，会涉及到潮流雅可

比矩阵的对称性问题，并认为潮流雅可比矩阵是准

对称的[1-5]，文献[6]中提到潮流雅可比矩阵在临界点
的对称性越好，其文中提出的算法精度就越高，但

以上所述都没有提出衡量一般实矩阵不对称程度的

量化指标。同时在静态电压稳定性分析中，几乎都

涉及到潮流雅可比矩阵的奇异性问题[7-12]，但并没

有对潮流雅可比矩阵及其降阶矩阵的奇异程度作一

定量的比较，也没有对潮流雅可比矩阵的不对称性

和奇异性之间的关系进行分析。为此，本文将从数

学角度出发根据实对称阵的特征构造不对称性指

标，并针对不对称矩阵构造出适用于矩阵接近奇异

时新的奇异性指标，对潮流雅可比矩阵不对称性和

奇异性之间的联系进行了分析，证明了潮流雅可比

矩阵最大奇异值的有界性。最后，应用上述指标对

IEEE 30 系统进行了分析，并得出了潮流雅可比矩
阵及其相应的降阶矩阵的谱条件数排序取决于相应

的矩阵最小奇异值排序的结论。 
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2  实矩阵的不对称性指标 

2.1  关于矩阵对称性的 3个证明 

由潮流方程，可得 

 P PV

Q QV

P
Q V V

θ

θ

θ θ∆   ∆ ∆     
= =      ∆ ∆ ∆      

J J
J

J J
   (1) 

式中 JPθ、JPV、JQθ和 JQV是雅可比子矩阵，分别表

示有功 P和无功 Q对电压角度θ和电压幅值 V的偏
导数。 
令 0P∆ = 和 0Q∆ = ，得到相应的降阶矩阵为 

1( )r QV Q P PVV θ θ
−= −J J J J J           (2) 

1( )r P PV QV Qθ θθ −= −J J J J J            (3) 

证明 1  若潮流雅可比矩阵 J 为对称阵，且其
奇异值分解形式为 Τ= ∑J U V ，则 IΤ =V U 。 
对任一奇异值 iσ ，有 

 i i iv σ=J u                      (4) 

i i iσΤ =J u v                     (5) 
式中  非零向量 ui和 vi分别称为矩阵 J的对应于奇
异值 iσ 的左、右奇异向量。 
式(4)、(5)可用矩阵表示为 

= ∑JV U                     (6) 
Τ = ΣJ U V                      (7) 

由 J=JT，得 U=V，即对应于奇异值 iσ 的左、右奇

异向量完全相同，由式(6)得 J=UΣU−1，形式上与特

征值分析完全相同。另一方面，因为矩阵 U为正交
矩阵，所以 J= UΣUT，并且 UTU=I，上述结论对正
交矩阵 V 同样成立。由 VTU=I 得 1i i

Τ =v u ，令

fififi vup = ，称 fip 为奇异参与因子，则对所有的
变量 ( 1 2 )j j , , ,m=  和所有的模态 ( 1 2 )i i , , ,n=  ，都 

有∑ ∑
= =

==
m

j

n

i
jiji pp

1 1

1。另外，J= UΣUT 与对称矩

阵的 LDLT分解完全不同。 
证明 2  若潮流雅可比矩阵 J 为对称阵，则降

阶矩阵 Jr(θ)和 Jr(V)也是对称阵。 

设
P PV

Q QV

θ

θ

 
=  

 

J J
J

J J
， T P Q

PV QV

θ θ
Τ Τ

Τ Τ

 
=  

  

J J
J

J J
， 

当 J=JT时，有 
1( ) ( )r P Q QV PVθ θθΤ Τ Τ − Τ Τ= − =J J J J J     

1( ) ( )P Q QV rθ θ θΤ Τ Τ −− =J J J J        (8) 

同理可证 ( ) ( )r r
Τ=J V J V 。 

证明 3  若潮流雅可比矩阵 J 可分解为

S AS= +J J J ，其中 SJ 表示其对称部分， ASJ 表示其

反对称部分，则有 S AS− ≤J J J 。  
由 S AS= +J J J ， 得 S AS S= + ≤ +J J J J  

ASJ ， S AS− ≤J J J ；由 S AS= − ≤J J J +J  

ASJ 得 AS S− ≤ −J J J ，故得 S AS− ≤J J J 。 
2.2  非奇异对称矩阵特点 
若矩阵 J具有对称性，即 J=JT，则 J具有以下

特点：  

(1) 1
1

=∑
=

m

j
jip , ( 1 2 )j j , , ,m∀ =  。 其 中 J= 

UΣVT;VTU=I，奇异值 1 2 1diag n( , , , ),σ σ σ σ= =∑   
max minn,σ σ σ= 。 

(2) ( ) ( )i iσ λ=J J ， ( 1 2 )i i , , ,n∀ =  。 

对正规矩阵，均有 ( ) ( )i iσ λ=J J 成立，对称阵
和反对称阵都是正规矩阵，但潮流雅可比矩阵 J不
是反对称阵，因为若 J= −JT，必有对角元素 0ii =J ，

而事实上 0ii ≠J ，所以 Τ≠ −J J 。 
(3) 2 max mink /λ λ= ，适用于非奇异正规

阵。其中 2 max mink /σ σ= ，称为矩阵的谱条件数。 
(4) 

1 ∞
=J J ，对称阵和反对称阵都成立。 

(5) S=J J ，或 0AS =J ，可用矩阵的 1—
范数、2—范数或∞—范数表示。 
2.3  不对称矩阵的充要条件 

对应地，若矩阵 J具有不对称性，即 Τ≠J J ，
则其成立的充要条件如下：  

(1)  ( 1 2 )i i , , ,n∃ =  ，
1

st ( ) 1
m

ji i
j

p σ
=

≠∑ 。 

(2) ),,2,1( nii =∃ ， st  ( ) ( )i iσ λ≠J J 。 
(3) 2 max mink /λ λ≠ 。 
(4) 

S
≠J J ，或 0AS ≠J 。 

事实上，根据矩阵 J与 JS的关系可生成新的充

要条件，如 ( ) ( )i i Sλ λ≠J J ，或 ( ) ( )i i Sσ σ≠J J 。 

另外，
1 ∞

≠J J 只是矩阵 J 不对称的充分条

件，即
1 ∞

=J J 是矩阵 J对称的必要条件。 

2.4  矩阵不对称性指标划分及其特点 

(1) 指标 1为∑
=

m

j
ijip

1

)(σ ，选用∑
=

m

j
jp

1
11 )(σ 。 

(2) 指 标 2 为  i i i/σ λ λ− ， 选 用

(max max ) /σ λ− max λ 。 
(3) 指标3为 2 2[ (max /min )]k / kλ λ− 。由式(9) 
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可得[13] max min0 1
max min

λ σ
σ λ

≤ ≤ 。 

σλλσ maxmaxminmin ≤≤≤     (9) 
指标 3越小于 1，矩阵不对称性越强。 
    (4) 指标 4为

1
/

∞ ∞
−J J J 。 

(5) 指标 5~7为
S

/−J J J ，分别用矩阵的
1—范数、2—范数和∞—范数表示，其中指标 6 等
于 max ( ) max ( ) max ( )S /σ σ σ−J J J 。 

(6) 指标 8~10 为
AS

/J J 。分别用矩阵的 1
—范数、2—范数和∞—范数表示，其中指标 9等于
max ( )/max ( )ASσ σJ J 。 

当 J=JT时，除指标 1 等于 1 外，其他指标均
等于 0。事实上，以上所有指标都可转化为以 0或 1
为极限值。当 J≠JT时，均以 0或 1为极限值。 
上述指标的构成可分为 2种：①如指标 1所示，

由数学量之和构成，其最大值或上确界为 1，②如
其余指标所示，由 2数学量的比值构成，且分子为
2项相减，对应的分母可为分子中的任 1项。 
上述关于矩阵 J自身的指标可分为 3类，①如

指标 1所示，用奇异参与因子之和表示；②如指标
2 和 3 所示，用矩阵 J 的特征值和奇异值表示；③
用矩阵 J的范数表示，如指标 4应用矩阵 J的 1—
范数与∞—范数，指标 5~10 应用矩阵 J、JS和 JAS

的 1—范数、2—范数和∞—范数表示。矩阵的最大
奇异值 与矩阵 的 2—范 数之间的关系 是

2
maxσ• = 。 

3  实不对称矩阵新的奇异性指标 

3.1  关于潮流雅可比矩阵奇异性的证明 
矩阵条件数趋于无穷大的原因是矩阵的最大

奇异值趋于无穷大和（或）最小奇异值趋于零。对

潮流雅可比矩阵而言，条件数趋于无穷大只是由最

小奇异值趋于零引起的，下面给出证明。 
证明 4  潮流雅可比矩阵最大奇异值的有界性。 
证明过程如下： 
无功潮流方程为 

2 ( sin cos )
n

i i ii i j ij ij ij ij
j i

Q V B V V G Bδ δ
≠

= − + −∑    (10) 

式中：Vi和 Vj表示节点 i和 j的电压幅值， ijδ 表示
节点 i和 j的电压相位差， ijG 和 ijB 表示节点 i和 j
间的互电导和互电纳， ijG 和 ijB 表示节点 i 的自电
导和自电纳，n为系统中 PQ节点数。 

由式(10)则有 
2 ( )

n

i i ii i j ij ij
j i

Q V B V V G B
≠

< − + − +∑       (11) 

设潮流雅可比矩阵
 

=  
 

H N
J

K L
，现仅以潮流雅可

比矩阵 J的H子矩阵表示
1

J 有界性证明的过程。 

由式 (10)、 ijH = ( sin cos )i j ij ij ij ijVV G Bδ δ− − 和

2
ii i ii iH V B Q= + 得 2 22ii i ii i i iiH V B Q V B≤ − + < − +   

( )
n

i j ij ij
j i

V V G B
≠

− +∑ ， ij i jH VV< ⋅  ( )ij ijG B− + ，以

上表明 H子矩阵的每一项都是有界的，同理可证其 
他 3个子矩阵的每一项也是有界的，即潮流雅可比
矩阵 J的每一项都是有界的，又由于潮流雅可比矩
阵 J是有限维的，故其每一列元素的绝对值之和是
有界的。因此

1
J 是有界的。设

1
sup( ) ( 0)p p= >J ，

由于有限维矩阵的任何范数都是等价的，因此设

1 2 1
α β≤ ≤J J J ，其中 0>≥ αβ 。由于

1
p<J ，

所以
2

0 np M< < =J ，即 0 max Mσ< < ，从而使

2k = +∞由min 0σ = 惟一确定。 
又由于max ( ) max ( )λ σ≤J J ，0 max Mσ< < ，

所以max ( ) Mλ <J ，因此 max min/λ λ = +∞与

min 0λ = 也是一致的。 
3.2  矩阵的奇异性特点 
若矩阵 J具有奇异性，则矩阵 J具有以下特点：  
(1) min 0σ = 或min 0λ = 。 
(2) max min/σ σ = +∞ 或 max min/λ λ =  

+∞。 

(3) ∑
=

=
m

j
njnp

1

1)(σ 。 

3.3  矩阵奇异性的新指标 

(1) 指标 11为∑
=

m

j
njnp

1

)(σ 。 

(2) 指标 12为 (min min )/(min )λ σ λ− 。 
指标 2、3 和 12 的构成依据为：由式(9)得

max max 0σ λ− ≥ ， min min 0λ σ− ≥ ， 2k −  
max min 0/λ λ ≥ ，以保证指标始终不小于零。指

标 3和 12的缺点为：在临界状态下，min λ = 0。 

4  仿真 

应用 IEEE 30系统算例[14]，假设全系统负荷以

同一负荷因子 k 增加， max 1 86k .= 。表 1 给出了发
电机节点 PV-PQ转换时负荷因子 k的值。由表 1可
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以看出：当 k=1.62时，系统中所有 PV节点都已转
化为 PQ节点。从图 1可以看出：矩阵 J的不对称
性明显强于矩阵 Jr(V)和 Jr(θ)，且指标 11的突变与
PV-PQ的转换密切相关。图 2是对图 1的局部放大，
从图 2可以看出：矩阵 Jr(θ)的不对称性稍强于矩阵
Jr(V)。图 1和图 2的最大不同在于：对指标 11而言，
矩阵 J的变化趋势与矩阵 Jr(V)和 Jr(θ)正好相反，且
对矩阵 J而言，指标 11趋于 1，这是因为矩阵 J趋
于奇异，min λ 和minσ 同时趋于零的缘故。 

从图 3可以看出：对 3个矩阵而言，minσ=f(k) 
是严格单调减函数，且在 PV-PQ转换时都不同程度
地出现陡降现象，即使维数恒定的矩阵 Jr(θ)也不例 

表 1  IEEE 30系统中PV-PQ转换节点 
Tab. 1  The PV-PQ transition nodes in IEEE30 system 

负荷因子 k 1.05 1.46 1.48 1.62 
转换节点号 8 2 5 11,13 
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图 1  负荷因子 k与指标 1和 11的关系曲线 

Fig. 1  The curves of k versus indices 1 and 11 
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图 2 负荷因子 k与指标 1和 11的关系曲线 

Fig. 2  The curves of k versus indices 1 and 11 
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图 3 负荷因子 k与最小奇异值minσ的关系曲线 

Fig. 3  The curves of loading factor k versus min σ 

外,只是其降幅较小。以矩阵 J为例，负荷因子 k的
增大使minσ(J)缓降，而PV-PQ转换使minσ(J)陡降，
这 2方面原因使minσ(J) =f(k)成为严格单调减函数。
另外，这 3个矩阵是同时奇异的[15]。 
从图 4 可以看出：除矩阵 Jr(V)的 minσ在初始

阶段由于 PV-PQ 的转换出现陡升现象外，其他矩
阵、其余阶段均不明显，显然符合矩阵增维后 minσ
不减的性质，同时这也与 minσ(J)形成鲜明对比，
并且 minσ =f(k)是(分段)严格单调减函数。 
以矩阵 J为例，从图 5中可以看出：minλ(J)− 

minσ(J)=G(k)是分段单调减函数，minλ(J)− 
minσ(J)=G(k)曲线的陡升现象是 PV-PQ 转换的结
果。当 k>1.62 后， 二者的差值越来越小，直至等
于零。但这不能说明矩阵的对称性增强，因为矩阵

对称是指对所有的 i 都有 ( ) ( )i iσ λ=J J 成立，并不
单纯指最小值，minλ− minσ只是矩阵对称的必要
条件，但是可用 minλ− minσ表示矩阵的奇异性。
同时也可以看到：矩阵 J 的数值大于矩阵 Jr(V)和
Jr(θ)的数值，但由于其数量级非常小，无法与图 6
中的数值相比，因此对这 3 个矩阵而言，可认为
minλ− minσ。 
设矩阵的奇异值排序为 1 2maxσ σ σ= ≥ ≥ ≥  
minnσ σ= ，特征值排序为 1 2max λ λ λ= ≥ ≥ ≥  
minnλ λ= ，因max max min minσ λ λ σ≥ ≥ ≥ ，

此若 1max maxσ λ ε− < ，min λ −  2minσ ε< （ 1ε 、

2ε 均为非常小的正数），则可认为矩阵是对称的， 
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图 4 负荷因子 k与最大奇异值minσ的关系曲线 

Fig. 4  The curves of k versus minσ 
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图 5 负荷因子 k与minλ− minσ的关系曲线 
Fig. 5  The curves of  k  versus minλ− minσ 
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图 6 负荷因子 k与maxσ− maxλ的关系曲线 
Fig. 6  The curves of k versus maxσ− maxλ 
从图 5、6中可以看到，矩阵 Jr(V)和 Jr(θ)就是

这种情况，对矩阵 J而言， 2min minλ σ ε− < 可认

为是始终成立的， 而 1max maxσ λ ε− < 是否成立

应看作是矩阵不对称性强弱的标志，因此从这个角

度讲，k=1.35时，矩阵 J的对称性是最强的，指标
2、3可以衡量矩阵的不对称性。 
由于 minλ(J)− minσ与 maxσ −maxλ(J)相

比是可以忽略的，因此可以认为矩阵不对称性的变

化趋势是由 maxσ −maxλ(J)决定的。由图 6可以
看出：矩阵 J的数值远远大于矩阵 Jr(V)和 Jr(θ)的数
值，例如，当 k>1.35后，这 3条曲线都是单调上升
的，且矩阵 Jr(θ)的数值略大于矩阵 Jr(V)的数值，因
此可认为矩阵 J、Jr(θ)和 Jr(V)的不对称性依次增强。  
由上知可用 minσ −minλ(J)表示矩阵的不对

称程度，用 minλ(J)−minσ表示矩阵的奇异程度。 
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图 7 负荷因子 k与指标 2、3和 12的关系曲线 
Fig. 7  The curves of k versus indices 2,3 and 12 
从图 7可以看出：k=1.05时，3个指标同时突

变。从图 4可以看出： maxσ(J)=f(k)是严格单调减
函数，从图 6 可以看出：当 k>1.35 时，maxσ 
(J)−maxλ(J)=g(k) 是 单 调 增 函 数 ， 因 此
maxλ(J)=f(k)也是单调减函数，由此可推出指标 2
是单调增函数，正如图 7中所示，当 k<1.35时也可
做类似分析。因此 maxσ (J)−maxλ(J)与指标 2的
曲线特性完全一致，这可通过对比图 6和图 7中相
关曲线进行验证。 
从图 7可以看出：指标 2和 3的变化趋势始终

一致， 并且 k=1.35时，指标 2和 3同时到达最小

值。指标 3的等价形式为 1− maxλ minσ / maxσ 
minλ。从图 5、6可以看到： 由于 minλ(J) − 
minσ(J)与 maxσ(J) − maxλ(J)相比要差 2个数量
级，因此可以认为min minλ σ≡ ，由此指标 3近似
等于 1−maxλ/maxσ。若 maxσ (J)−maxλ(J)=g(k)
是单调增函数，则 maxλ/maxσ是单调减函数，所
以 1− (maxλ/maxσ) 即 1−maxλminσ/maxσ 
minλ是单调增函数，同理，maxσ/ maxλ是单
调增函数，所以 maxσ/ maxλ−1也是单调增函数，
若 minσ (J)−minλ(J)=g(k)是单调减函数，也可得
出相同的结论。因此指标 2和 3的变化趋势一致是
自然的，如图 7所示。 
指标 2与指标 3相比，可以看出指标 2的曲线

比较光滑，而指标 3的曲线不可导点比较多，但指
标 3能反映 PV-PQ转换，两指标都能反映矩阵不对
称性的变化趋势。 
从图 7可看出：而指标 3和 12的突变点相同且

与 PV-PQ转换点一致，在 [1 1 62]k , .∈ 阶段，指标 12
可作为衡量矩阵不对称性的指标。在 (1 62 1 86]k . , .∈
阶段，指标 12是负荷因子 k的单调减函数，且 minσ 
(J)和 minλ(J) − minσ (J)都已非常小，因此仍作
为矩阵不对称性指标已不合适，这一点与指标 11
相同，但可作为衡量矩阵奇异性的指标。 
下面对指标 2、3和 12间的关系作一简单说明。 
从图 5、图 6中也可以看到：当 max 1 86k .= 时，  

minλ(J) − minσ (J)取得最小值，而 maxσ (J) − 
maxλ(J)取得最大值。 

（1） 指标 2与指标 3之差为 
[(maxσ)2 minλ(J)+(maxλ(J))2 minσ]/  

maxσ maxλ minλ−2 
在 k=1.35及其附近，maxσ (J) ≈maxλ(J)，此时 2
指标之差为 (min min )/min 2 0λ σ λ+ − < ， 当

k=1.86时， minλ(J) = minσ (J)，此时 2指标之
差为 [(maxσ)2+(maxλ(J))2]/ maxσ maxλ −2>0，
即 2指标之差出现了由负到正的转折。 
（2）指标 2与指标 12之差为 
max min max min( 1) (1 ) 2
max min max min

σ σ σ σ
λ λ λ λ

− − − = + −  

由式(9)得 maxσ/maxλ≥1，maxσ /maxλ≤1，
在 k=1.35及其附近，minλ(J)>minσ (J)，并且可
认为 maxσ (J) = maxλ(J)，因此 2指标之差小于
零，而在 86.1=k 及其附近时， maxλ(J)<maxσ 
(J)，并且可认为 minσ (J) - minλ(J)，因此 2指标
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之差大于零，即 2指标之差也出现了由负到正的转
折，只是转折点对应的 k值不同。 
（3）指标 3与指标 12之差为 

max min min(1 ) (1 )
max min min

λ σ σ
σ λ λ

− − − =  

max max
min 0

max min
σ λ

σ
σ λ
−

≥  

即指标 3与 12之差始终不小于零。 
以上所述均可从图 7中得到验证。 
对比图 7 中指标 12与图 5中关于矩阵 J 的曲

线，可以看到 2 条曲线的突变点完全相同且与
PV-PQ转换点重合，并且变化趋势一致。且图 7中
指标 2与图 6中关于矩阵 J的曲线也存在类似情况。 

当 1 47k .≥ 后，从图 8 可以看出不对称性排序
按矩阵 J、 ( )r θJ 和 ( )r VJ 依次增强。  
若

1 ∞
≠J J ，则矩阵 J 必不对称，且

1 ∞
−J J 越大，则矩阵 J 可能越不对称。但

1 ∞
=J J ，则矩阵 J 也不一定对称。虽然

1
J 和

∞
J 都只与矩阵的某一特殊行或列有关，不能反映

矩阵的整体特征，但此指标同时涉及到矩阵的 2个
范数，因此对潮流雅可比矩阵而言有一定的适用性。 
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图 8 负荷因子 k与指标 4的关系曲线 
Fig. 8  The curves of k versus index 4 
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图 9 矩阵 J的负荷因子 k与指标 5~10的关系曲线 

Fig. 9  The curves of k versus indices 5~10 of matrix J 
从图 9可以看出：指标 5~7均小于指标 8~10，

这是由 S AS− ≤J J J 决定的。指标 6 显著小于
指标 5和 7，指标 9显著大于指标 8和 10，这是因
为矩阵 JS和 JAS都属于正规矩阵，而对于正规矩阵

而言，有 }min{2 •=• 成立, 并且矩阵 J 是准对称
的。同时可以看出：除指标 6外，其他指标明显偏
大。不论指标 5和 7还是指标 8和 10，当 1 62k .> 后，

这 2对指标的差距加大，因此尽管其变化趋势都是
下降的，但矩阵 J的不对称性是增强的。 
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图 10 矩阵 Jr(V)和 Jr(θ)的负荷因子 k与 

指标 5-7的关系曲线 
Fig. 10  The curves of k versus indices 5-7 of  

matrices Jr(V)和 Jr(θ) 
从图 10 也可以得出矩阵 Jr(θ)的不对称性稍强

于矩阵 Jr(V)的结论， 但从其数量级上可以认为矩
阵 Jr(θ)和 Jr(V)都是对称的。 
    从图 9、10可以看出：矩阵 J的不对称性明显
强于矩阵 Jr(θ)和 Jr(V)。从图 11可以看出：对 3个
矩阵而言，k2 =F(k)是严格单调增函数，且在 PV-PQ
转换时 都有不同程度的 陡升现象，这 与

2min ( )f kσ = 曲线极为一致。从图 11还可以看出：
虽然 3个矩阵的条件数不同，但变化趋势相同，且
都反映同一客观现象。对于任一 k值，排序与 minσ
的排序始终相反，而与 maxσ的排序无关，这说明
k2主要由 minσ决定。当 k>1.62后， 在这 3个矩阵
中，矩阵 J的不对称最强，奇异性也最强。 
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图 11 负荷因子 k与谱条件数 k2的关系曲线 

Fig. 11  The curves of k versus k2 

对实矩阵而言，维数增加使 maxσ不减少，minσ
不增加，因此 k2不减少。对潮流雅可比矩阵 J而言，
每一次 PV-PQ转换都使 maxσ (J)不减少， minσ (J)
陡降，因此 k2 (J)陡升。 
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当矩阵奇异时，即负荷因子 k=kmax时， k2 =+∞，
这说明 d(minσ)/dk<d(maxσ)/dk，即 maxσ的平均减
少速率明显小于 minσ的平均减少速率。 

5  关于潮流雅可比矩阵的不对称性和奇异
性的关系 

就潮流雅可比矩阵 J而言，其不对称性由导纳
阵中电导 Gij 是否为零惟一确定，其奇异性由负荷

因子 k惟一确定。若 J=JT，不对称性与奇异性无关。

若 J≠JT，则二者间有一定的关联，接近临界点处，

不对称性与奇异性都在增强。maxσ−maxλ表示不
对称程度，而 minλ− minσ表示奇异程度， 同理，
对应于最大奇异值的参与因子之和的大小也是表示

对称程度的一个量度，而对应于最小奇异值的参与

因子之和的大小则是表示奇异程度的一个量度。以

上说明，虽然潮流雅可比矩阵 J 是网络拓扑和运行
参数的函数，但网络拓扑对其对称性的影响是决定

性的，由此导出的参与因子也是如此。 
谱条件数 k2和指标 3虽然都与maxσ和minσ有

关，但由于 k2主要由 minσ决定，因此 k2应是衡量

矩阵奇异性的指标，而指标 3 主要由 maxσ和
maxλ决定，因此指标 3应是衡量矩阵不对称性的
指标，这在仿真中也得到证实。 
综上所述，在衡量矩阵不对称性方面，指标 2

和 3最好，因此也可用σi(JS)代替 ( )iλ J 重构这 2个
指标。在衡量矩阵奇异性方面，指标 11和 12只适
用于负荷因子 k已很大的情况。 

6  结论 

本文提出了衡量矩阵不对称程度的指标，并提

出了衡量不对称矩阵奇异程度的新指标，而且对矩

阵不对称性和奇异性间的关系进行了分析，最后针

对潮流雅可比矩阵及其相应的降阶雅可比矩阵，用

IEEE30系统算例验证了上述指标的合理性并作了
分析。 
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