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ABSTRACT: The authors study the property of the active 
power/angle sub-matrix in power flow Jacobian matrix and the 
sufficient condition for the invertibility of the sub-matrix as well 
as the necessary condition for singularity are given. These 
theoretical results not only can clarify the vague understanding of 
this sub-matrix, but also can offer firm mathematical foundation 
for the application based on order-reduced power flow Jacobian 
matrix. Finally, the correctness of this theoretical analysis is 
validated by numerical results of IEEE 14-bus system. 
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摘要：探讨了潮流雅可比矩阵中有功/相角子矩阵的性质，给
出了该矩阵可逆的充分条件及其奇异的必要条件。这些理论

结果不仅可以澄清对该矩阵性质的模糊理解，而且可以为基

于降阶潮流雅可比矩阵的应用提供坚实的数学基础。IEEE 14
节点算例的仿真结果说明了该理论分析的正确性。 
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比矩阵；有功/相角子矩阵；对角占优与不可约化矩阵 

0  引言 

保证电力系统电压稳定性已成为电力系统安全

运行的一个重要方面。近十几年来，学术和工程界提

出了 2种不同的用于分析、计算和控制电力系统电压
稳定性的方法，即静态分析法与时域仿真法[1-14]。 

静态分析法不仅能够判定电力系统是否为电

压小扰动稳定，而且能够计算获得电压薄弱节点，

及对电压稳定有重要影响的发电机和输电线路的

灵敏度，从而为预防电压失稳的控制设计提供重要

依据。另一方面，时域仿真法(不论是短期或中长期
仿真)在重现有关电压失稳事故，或者检验有关控制

策略的有效性等方面具有不可替代的作用。在计算

上，时域仿真法比静态分析法需要更多的计算量。

因而静态分析法和时域仿真法各有不同的应用目

的和优缺点，这 2种方法是互为补充的。 
在静态分析方法中，潮流方程的雅可比矩阵，

以及反映节点无功注入的微增量与节点电压微增

量的降价潮流雅可比矩阵会起到重要的作用。例

如，潮流雅可比矩阵的奇异被认为是电压失稳的临

界点。另一方面，基于降价潮流雅可比矩阵的 VQ
灵敏度也可用来作为电压小扰动稳定的一个判据，

即当电力系统中所有 PQ 节点的 VQ 灵敏度为正值
时，系统电压是稳定的；反之，若任一 PQ 节点的
VQ 灵敏度为负值时，系统电压是不稳的。另外，
通过 Schur 公式可得到潮流雅可比矩阵奇异将导致
降价潮流雅可比矩阵奇异，从而这两者在判断系统

的电压稳定性方面是等价的。由于降价雅可比矩阵

物理意义明显，它反映了交流电力系统中的无功与

电压之间的关系，因而线性系统中的奇异值和特征

值分解技术都被应用到该矩阵中来分析电力系统

的电压稳定性[5-10]。 
然而无论是从潮流雅可比矩阵来获得降价潮

流雅可比矩阵或是应用 Schur 公式来联系这两者之
间的关系，都会利用到潮流雅可比矩阵中有功/相角
子矩阵的求逆问题，在现有文献中，主要有 2种方
法或观点来处理该问题，一是假设该子矩阵为可逆

的，这一点在实际中得到广泛采用，且实际系统中

也没有遇到该矩阵奇异的现象；另一种观点认为该

子矩阵奇异表明电力系统处于功角失去小扰动稳

定的临界点，这种观点主要来自于下述观察：在单

机无穷大系统中，当发电机向无穷大系统输送最大

有功功率且发电机采用经典模型时，该系统恰好运
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行于功角小扰动失稳的临界点，此时系统的有功/
相角子矩阵奇异。 

本文主要探讨该子矩阵的性质，论证在一般条

件下，该矩阵在数学上为对角占优且不可约化，从

而它是可逆的；反之，若该一般性条件遭到破坏，

则可能导致该矩阵变为奇异。 

1  问题的提出 

首先，考虑一个具有 n+1 个节点(不包含接地
点)的电力系统，其中编号 1~m 为 PQ 节点，编号
m+1~n为 PV节点，第 n+1节点为松弛节点，则该
系统的常规潮流方程为 

1

1
( cos sin )

n

is i i j ij ij ij ij
j=

P = P V V G + Bθ θ
+

≅ ∑     (1) 

( 1 2 )i = n，，，  
1

1
( sin cos )

n

is i i j ij ij ij ij
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Q = Q V V G Bθ − θ
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( 1 2 )i = m，，，  

其中 G LDis i iP = P P− 和 G LDis i iQ = Q Q− 分别为指定 

的注入节点的有功和无功功率，Pi和 Qi分别定义为

节点有功和无功功率 (bus active and reactive 
power)。若由某数值方法求得潮流式(1)(2)的解，则
在该点附近可得上述潮流方程的线性化模型为 
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Q Q
为潮流雅可比矩阵。若假定 Δ = 0P 且

1-
θP 存在的条件下，则由式(3)可得下述方程 

Δ ΔR=Q J V              (4) 
其中 1[ ]R V θ θ V

−= −J Q Q P P 为降价潮流雅可比矩阵， 
式(4)直接反映节点的无功注入微增量与节点电压
微增量之间的关系。显然，JR逆的对角线元素即为

对应节点的 VQ灵敏度。 
正如在上节引论中所述，在现有文献中，基于

式(4)的电压稳定性分析会提出如下一些主要问题：
一是有功/相角子矩阵 Pθ的逆是否存在。有文献曾

提出在电力系统轻载时，式(4)是存在的，而在重载
条件时，该方程可能不成立。二是从式(3)推导式(4)
时，还假定节点注入有功不变，即Δ = 0P ，对此研

究人员提出可在不同运行条件下利用式(4)分析电

压稳定性。而实际上由 Schur公式可得到如下关系 
 det( ) det( ) det( )θ R= ⋅J P J         (5) 

而利用 Schur公式的前提条件是 1
θ
−P 存在。由式(5) 

可知，潮流雅可比矩阵 J奇异对应于降价雅可比矩
阵 JR的奇异。由此可知，由潮流可比矩阵的奇异来

判断电压失稳临界点和应用基于降阶潮流雅可比

矩阵的 VQ 灵敏度来判断电压稳定性是完全等价
的。从上述分析中可以看到，Pθ的性质不仅涉及到

降价潮流雅可比矩阵 JR的存在性，而且它也是联系

J和 JR的关键。 

2  理论分析 

2.1 对角占优与不可约化矩阵性质简介 
本节重点分析矩阵 Pθ的性质。一般条件下，该

矩阵在数学为对角占优且不可约化的，从而是可逆

的。首先来回顾对角占优与不可约化矩阵的性质。 
定义 1：设矩阵 A为一k阶方阵，aij为其任一

元素。如果下列不等式对于 i从 1 到 k 都成立，则
称 A为对角占优的。 

1,

k

ii ij
j j i

a a
= ≠

≥ ∑               (6) 

若对 i从 1到 k下述不等式都严格成立，则称
A为严格对角占优的。 

1,

k

ii ij
j j i

a a
= ≠

> ∑              (7) 

若上述严格不等式对至少某一点 i 是成立的，
则称 A为弱对角占优的。 

定义 2：如果存在某一交换阵 S，下述关系成
立，则称方阵 A是可约化的。 

11 12T

22

 
=  

 0
A A

S AS
A

            (8) 

其中 11A 和 22A 都为方阵。式(8)的左端相当于对 
方阵 A的节点进行重新编号。反之，若不存在交换
阵使上式(8)成立，则称 A为不可约化的。下述引理
是下面分析的基础[15]。 

引理：若某方阵 A为对角严格占优的，或者为
弱对角占优且不可约化的，则矩阵 A为可逆的。 

2.2  Pθ 矩阵的整体性质及其非对角线元素的符号 
现在分析矩阵 Pθ的性质。首先，由潮流式(1)(2)，

可得到矩阵 Pθ的对角线和非对角线元素分别为 

( )sin cos ,( )i
ij i j i j ij ij ij

j

PH VV G B i jθ θ
θ

∂
= = − ≠

∂
   (9) 
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2i
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将式(2)所定义的节点无功功率 Qi 代入式(10)并整
理可得 
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根据上式，可以构造如下矩阵 θ′P 。由式(11)可
知，该矩阵所有列之和为一零向量，故它是奇异的。 
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(12) 
而将矩阵 θ′P 的最后一行和最后一列删去便可

得到矩阵 Pθ，由此可以期望矩阵 Pθ 是可逆的。 
下面探讨矩阵 θ′P 非对角线元素的符号。由于没 

有直接相联的 2 个节点对应的非对角线元素等于
零，可只考虑具有直接相联的 2个节点对应的非对
角线元素的符号。又由式(9)可知，非对角线元素和
连接它们之间的支路的串联参数有关。设某直接 
相联的 2个节点的支路的阻抗为 Z R= + jX ，且该
2 个节点的相角差θ满足下述条件，则容易推断该 
非对角线元素是负的。 

α θ α− < < π −             (13) 
其中 arc tan( / )X Rα = 为支路的阻抗角。一般来讲， 
输电网络中的输电线路，变压器等元件的阻抗角都

较大，特别在高压电网中，电抗值 X都会远大于电
阻值 R。尤其若忽略支路电阻，则要求 2个直接相
联的 2个节点的相角差小于 90°。而在实际运行时，

该条件是能满足的。 
2.3  Pθ可逆的充分性条件及其奇异的必要条件 

若假定电力系统中所有直接相联的 2个节点间
的相角差满足条件(13)，则由式(11)(12)可知，矩阵
Pθ 必为一弱对角占优的，因为编号为 1~n的节点中
至少有一个节点和松弛节点是直接相联的，则该节

点所对应的该行将满足严格不等式条件(7)。从科学
计算观点来看，由于 Pθ为对角占优阵，则其必为一

良态矩阵。若节点 1~n 都和松弛节点相联，则 Pθ

将为严格对角占优矩阵，此时该矩阵为可逆的。当

然，在实际电力系统中，不可能所有的节点都和松

弛节点直接相联。然而，根据矩阵 Pθ具有位置对称

的特点，下面将论证在 Pθ为弱对角占优的情况下，

该矩阵仍是可逆的。 
定理 1：若一个互联的电力系统中所有直接相

联的 2 个节点间对应的 Pθ的非对角线元素都为负

值，则该矩阵为可逆的。 
首先，对互联电力系统可进行如图 1所示的划

分。从图中可以看到，若去掉松弛节点和跟该松弛

节点直接相联的支路，则剩下的系统将有 N个不互
联的子系统(子块)1~N。其中，任一子块至少有一条
支路和松弛节点是直接相连的，且任一个子系统 i
中的节点是互联的。 

 1 

i 

 2 
 

松弛节点 N 

 

 
图 1  互联电力系统的一种划分 

Fig. 1  A partition of a connected power system 

应该指出上述划分对任意一个互联的电力系

统都是成立的。虽然实际电力系统中的子系统总个

数可能为 1。显然在上述划分下，Pθ可写为一个分

块对角阵，即 
1

N

θ

θ θ

θ

 
 
 
 =
 
 
 
 

O

O

i

P

P P

P

      (14) 

其中的任一分块对角矩阵 i
θP 为一弱对角占优 

阵，因为该子块必有至少一条支路和松弛节点是直

接相联的。下面将利用反证法来证明，所有的对角

子矩阵都为不可约化的。 
设某一子矩阵 i

θP 为可约化的，则存在某交换阵
S使得下式成立 

11 12T

22

i
θ

 
=  

 0
M M

S P S
M

 

其中M11和 M22为方阵。而根据电力系统潮流雅可

比矩阵具有位置对称的性质(非数值对称)，则由上
式等号右端中左下角矩阵为零的特点，可推断右上

角矩阵 M22为零矩阵。由此可知，与 M11和 M22相

关联的节点是不会互联的，即该子块中的节点至少
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可分成孤立的两部分，而这和上述的划分是矛 
盾的。因而，任一对角阵 i

θP 都是不可约化且至少是
弱对角占优的，由 2.1中的引理可知 i

θP 是可逆的， 
又由(14)可推断 Pθ也是可逆的。 证毕# 

根据上述结果和式(11)(12)，我们可再次利用反
证法来证明下述定理。 

定理 2：若某互联的电力系统的 Pθ为奇异，则
i
θP 中必有一个对应于直接相联的节点的非对角线
元素变为正值或零。 
证明：假设上述结论不成立，则所有对应于直接

相联的节点的非对角线元素都为负值，而由定理 1
可知，该系统的 Pθ矩阵必为可逆的，这和已知条件

矛盾。 
讨论：从定理 1和定理 2可知，矩阵 Pθ的性质

主要和输电网的运行状态有关，在一般性条件下，

该矩阵为可逆的。其奇异的必要性条件只是说明，

该条件有可能导致该矩阵奇异。 

3  数值算例 
本节利用 IEEE 14节点算例来验证上述理论的

正确性。利用连续潮流法
[16]
来追踪该系统随负载变

化时的潮流解曲线(假定所有的负载和发电机按同
一比例因子增加)，即所谓的 PV曲线。设计 2种不
同的运行方式，第一种是基准条件下，系统的参数

和初始运行条件如文献[11]所示。第二种运行方式
是将所有的负载的功率因素由滞后改为超前，即负

载由原来的吸收无功变为发送无功，特别节点 9的
无功初始值由 0.166 变为–0.8。在追踪 PV 曲线的
过程中将计算矩阵 Pθ的模最小特征值及其条件数，

这些量都能很好反映矩阵是否变为奇异。另外也将

追踪该矩阵中最早由负值变为正值的非对角线元

素，结果如图 2所示。 
其中实线对应于 PV 曲线的上半部分，而虚线

对应于 PV曲线下半部分，即模最小特征值，条件数
和非对角线元素的实线对应于 PV曲线上半部分值，
而其虚线对应于 PV曲线下半部分值。图中左半图对
应于第一种运行方式，即基准运行情况，而右半图

表示第二种运行方式。图中所有的横坐标为反映负

载增加的比例因子，纵坐标分别为节点 9的电压值，
矩阵 Pθ模最小特征值，非对角线元素和条件数。 
    从图中可以看到，在 PV 曲线上半部分，Pθ矩

阵的模最小特征值和非对角线元素都保持正值，其

条件数也非常平稳。而在 PV 曲线下半部分，Pθ矩

阵的模最小特征值可能发生变号，且在这些变号 
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     (g)感性负载时的条件数          (h)容性负载时的条件数 

图 2  IEEE 14节点数值结果 
Fig. 2  Numerical results for the IEEE 14-bus system 

处，对应的条件数变得非常大。具体来讲，在第一

种运行情况下，在 PV 曲线下半部分有一次该矩阵
的模最小特征值发生变号，而在第二种运行情况

下，该特征值有 3次发生变号。在 2种运行情况下，
所有这些变号处 Pθ矩阵都将奇异，同时也可看到，

在该矩阵奇异前，至少有一个非对角线元素由负值

变为正值，由计算结果可知，上述 2种运行方式下
首先发生变号的非对角线元素分别对应于该系统 
的 i

θP 中的 65H 和 51H 元素。 

4  结论 

本文主要研究了潮流雅可比矩阵中有功/相角
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子矩阵的性质。通过推导得到的式(11)(12)，首次揭
示了该子矩阵的特点。证明了电力系统在一般性条

件下，该矩阵为一弱对角占优且不可约化的，从而

严格证明了在满足上述条件下该矩阵可逆。反之，

任一直接相联的 2 个节点间相角差不满足上述条
件，则可能导致该矩阵变为奇异。 

上述理论结果有利于澄清对该矩阵性质的模

糊理解，也为基于降阶潮流雅可比矩阵的电力系统

分析奠定了坚实的数学基础。从数值结果还可看

到，在 PV曲线上半部分，该矩阵都为可逆的。 
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2007年 IEC/CIGRE特高压国际标准研讨会开幕 
2007年 IEC/CIGRE特高压国际标准研讨会于 7月 18日在京开幕，开幕式由中国科学院院士周孝信主持。

IEC当选主席 Jacques Regis先生，CIGRE主席 Yves Filion先生，国家标准化委员会副主任石保权、中国电机工
程学会理事长陆延昌、国家电网公司副总经理舒印彪、中国电力企业联合会副理事长孙玉才等出席了开幕式。

舒印彪副总经理在开幕式作了题为《中国特高压输电技术的发展状况》的特邀报告，引起参会各国专家学者的

广泛关注。近年来，国家电网公司广泛开展特高压输电技术研究和特高压工程建设，在国际上产生了深远的影

响，与此同时，使用方、生产厂家迫切期望开展特高压输电技术国际标准化工作，该会议的召开是对国家电网

公司倡导的发展特高压输电技术、建设特高压电网战略的重要支持。 
7月 19日下午，Jacques Regis先生和 Yves Filion先生、秘书长 Jean Kowal，国家标准化委员会副主任石保

权、中国电机工程学会理事长陆延昌以及会议代表一行 200余人参观了国家电网公司特高压直流试验基地。 

2007年全球财富 500强排名公布 国家电网公司排名第 29位 
2007年全球财富 500强排名公布，美国沃尔玛零售公司名列第 1，中国大陆共有 24家企业进入 500强，国家

电网公司列第 3位。国家电网公司在总排名中列第 29位，在公用事业单位中列第 1位，在亚洲企业中排名第 4位。 
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