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移动最小二乘法在多功能传感器数据重构中的应用

刘 丹 1 孙金玮 1 魏 国 1 刘 昕 1

摘 要 针对传统最小二乘法全局拟合的局限性, 将一种新型的数值算法— 移动最小二乘法应用于非线性多功能传感器的

信号重构. 通过详细研究插值函数的构造方法及性质, 合理地选取基函数和权函数, 求出试函数的系数, 进而得到信号的重构

值. 详细分析了基函数维数、影响域节点数及权函数因子对计算结果的影响, 并对最小二乘法以及移动最小二乘法的重构数据

进行了对比, 重构的相对误差分别小于 15.3%和 1.03%, 结果表明移动最小二乘法更适合非线性曲面拟合, 且适当地增加基函

数维数或影响域节点数可以进一步提高数据重构的精度.
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Application of Moving Least Squares to Multi-sensors Data Reconstruction

LIU Dan1 SUN Jin-Wei1 WEI Guo1 LIU Xin1

Abstract In this paper, a novel numerical solution method, moving least squares (MLS), is employed to solve the

problem of nonlinear reconstruction of multi-functional sensor with a view that least squares (LS) are restricted in global

regression. Through studying the construction method and characters of interpolated function, basis function and weight

function are selected reasonably to obtain the coefficients in trial function, and the reconstructed value of input signals

is acquired. This paper presents an analysis of the effects of the parameters in MLS, such as the dimensions of basis

function, the number of points in the support domain, and the coefficient of weight function. Comparisons are made

between LS and MLS reconstruction data, whose relative errors are smaller than 15.3% and 1.03%, respectively. The

results demonstrate that MLS is suitable for nonlinear regression of curves. Additionally, more points in the support

domain or higher dimensions of basis function will greatly increase the reconstructed accuracy.

Key words Least squares, moving least squares, nonlinear regression of curve, data reconstruction

1 引言

近年来, 随着微机械制造工艺的发展, 多功能传
感器以其体积小、功耗低、多功能等优势逐渐成为

现代传感器发展的主流趋势之一. 应运而生的多功
能传感器信号重构算法研究也备受瞩目. 由于重构
算法的优劣直接影响传感器的性能, 因此研究一种
高效的多元回归算法具有重要的意义[1, 2].

目前, 已有的多功能传感器信号重构方法有：最
小二乘法 (Least squares, LS)、向上查表法[3, 4] 和

总体最小二乘法 (Total least square, TLS)[5]. 最小
二乘法以其全局最优而备受青睐, 向上查表法可以
在不受病态矩阵影响的情况下实现 3 维变量的重构,
而总体最小二乘法通过考虑传感器输入输出的整体

误差进一步提高了重构变量的精确度和稳定度.
上述重构方法主要以最小二乘法为理论基础,

其优点是计算方便, 精度较高, 并且对系统要求较
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低, 但由于最小二乘拟合采用的是矩形域正交多项
式拟合, 需要在全局范围内对高维重构函数进行拟
合, 如果多项式指数过小, 则拟合精度不够；指数过
大, 又会产生过拟合. 因此在拟合之前, 需通过试算
来确定多项式的指数. 而对于不同的数学模型, 全特
性曲线又不完全类同, 多项式指数亦需随之发生变
化, 否则可能会出现过拟合 (或欠拟合) 的情况. 正
是最小二乘拟合的这种局限性, 在一定程度上限制
了它的应用.

为增强算法的通用性, 本文采用局部近似的
方法 — 移动最小二乘法 (Moving least squares,
MLS) 来实现非线性系统的函数拟合. 移动最小二
乘法作为一种近似估计算法是由 Shepard 于 1968
年提出, 并最初应用在固体力学领域, 1992 年 Nay-
roles 等人最早将移动最小二乘法用于无网格法中
求解偏微分方程, 并逐渐在该领域内得到广泛应用.
MLS 的基本原理是, 首先对全特性曲线在整个求解
区域内分区, 然后在不同的区域上用最小二乘拟合,
即采用分区局部拟合, 这对拟合精度将会有较大改
善. 与理论值和最小二乘重构结果对比, 结果表明移
动最小二乘插值函数通用性强, 精度高, 非常适用于
多功能传感器的输入信号重构.
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2 基本原理

设待求函数 uuu(xxx) 在求解域 Ω 内的 n 个节点

xi (i = 1, 2, · · ·, n) 处的函数值已知, 即 uuui = uuu(xi).
在求解域 Ω 内待求函数 uuu(xxx) 可以近似为[6, 7]

uuu(xxx) ≈ uuuh(xxx) =
m∑

i=1

pi(xxx)ai(xxx) = pppT(xxx)aaa(xxx) (1)

式 中, uuuh(xxx) 为 重 构 的 近 似 函 数, m

为 基 函 数 的 个 数, ai(xxx) 为 待 定 函 数,
aaa(xxx) = [a1(xxx), a2(xxx), · · · , am(xxx)]T, pi(xxx) =
[pi(x1), pi(x2), · · · , pi(xn)]T 为基函数, 且

pppT(xxx) =




p1(x1) p2(x1) · · · pm(x1)
p1(x2) p2(x2) · · · pm(x2)

...
...

. . .
...

p1(xn) p2(xn) · · · pm(xn)




通常可以选取完备单项式作为基函数. 二维空
间中一次、二次和三次基函数分别为

pppT(xxx) = [1, x, y], m = 3
pppT(xxx) = [1, x, y, x2, xy, y2], m = 6

pppT(xxx) = [1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3], m = 10
(2)

在移动最小二乘近似中, 系数 ai(xxx) 是通过令近
似函数 uuuh(xxx) 在点 xxx 的邻域 Ωxxx 内各节点误差的加

权平方和

J =
n∑

I=1

ωI(xxx)[uuuh(xxx)− uuu(xI)]2 =

n∑
I=1

ωI(xxx)[
m∑

i=1

pi(xxx)ai(xxx)− uI ]2 (3)

为最小来确定的, 即

∂J

∂aj(xxx)
= 2

n∑
I=1

ωI(xxx)[
m∑

i=1

pi(xI)ai(xxx)− uI ]pj(xI)

= 0, j = 1, 2, · · · ,m (4)

式中 n 为点 xxx 的邻域 Ωxxx 内所包含的节点数.
ωI(xxx) = (xxx − xI) 称为节点 xI 处的权函数, 它在
节点 xI 周围的一个有限区域 ΩI 中大于零, 而在该
区域外为零. 区域 ΩI 称为权函数 ωI(xxx) 的节点 xI

的支撑域或影响域 (如图 1 所示). 权函数的定义表
明, 只有在节点 xI 的影响域范围内的节点才对该点

的近似函数产生影响.

(a) LS 法支撑域的构造方式

(a) Support domain structures of LS

(b) MLS 法支撑域的构造方式

(b) Support domain structures of MLS

图 1 节点 xI 的支撑域

Fig. 1 Support domain of xI

W (xxx) =




ω(xxx− x1) 0 · · · 0
0 ω(xxx− x2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ω(xxx− xn)




ωI(xxx) = ω(xxx− xI) 是具有紧支集特性的权函数；uI

是节点 xI 的变量值.
对于任意函数 h(xxx) 和 g(xxx), 引入记号[8]：

(h, g) =
n∑

I=1

ω(xxx− xI)h(xI)g(xI)

则有

a1(xxx)(pi, p1) + a2(xxx)(pi, p2) + · · ·+ am(xxx)(pi, pm) =

(pi, uI) i = 1, 2, · · · ,m
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写成矩阵形式：



(p1, p1) (p1, p2) · · · (p1, pm)
(p2, p1) (p2, p2) · · · (p2, pm)

...
...

. . .
...

(pm, p1) (pm, p2) · · · (pm, pm)



·




a1(xxx)
a2(xxx)
· · ·

am(xxx)




=




(p1, uI)
(p2, uI)
· · ·

(pm, uI)




由上面的法方程, 解得 aaa(xxx).
令




(p1, p1) (p1, p2) · · · (p1, pm)
(p2, p1) (p2, p2) · · · (p2, pm)

...
...

. . .
...

(pm, p1) (pm, p2) · · · (pm, pm)




= A




(p1, uI)
(p2, uI)
· · ·

(pm, uI)




= Buuu,




a1(x)
a2(x)
· · ·

am(x)




= aaa

A(xxx)aaa(xxx) = B(xxx)uuu (5)

A(x) = pppTWppp =
n∑

I=1

ωIp(xI)pT(xI)

B(xxx) = pppW =

[ω1(xxx)ppp(x1), ω2(xxx)ppp(x2), · · · , ωn(xxx)ppp(xn)]

uuuT = [u1, u2, · · · , un]

由式 (5) 解得系数向量 aaa(xxx) 后代入式 (1), 得

uuuh(xxx) = Φ(xxx)uuu (6)

式中形函数 Φ(xxx) 为

Φ(xxx) = pppT(xxx)A−1(xxx)B(xxx) (7)

权函数的选取对移动最小二乘近似的特性有很

大的影响. 移动最小二乘近似的精度在很大程度上
取决于权函数.
为了有效、方便地控制计算的局部和全局特性,

本文选用 Guass 权函数

ωi(xxx) =





e−r2β2 − e−β2

1− e−β2 0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1
(8)

式中, r = dI/dmI , dI = |xxx− xI | 是计算点与领域内
某一点的距离, dmI 为节点 xI 的影响域半径；β 为

一因子. 为了保证矩阵 A(xxx) 为非奇异矩阵, 影响域
半径 dmI 可取为

dmI = K × cI (9)

式中, K 为影响域半径乘子, cI 为反映节点 xI 附近

节点的密度特征参数.
为了保证所有点的定义域中都能包含合适数量

的节点数, 需要视情况改变影响域半径 dmI 的取值,
即在节点较疏稀的区域, 选择较大的影响域半径, 而
在节点较密集的区域, 选择较小的影响域半径[7].

3 实验结果与误差分析

利用计算机仿真构造二输入, 二输出的多功能
传感器, 其物理模型如图 2 所示.

图 2 二输入二输出多功能传感器电路模型

Fig. 2 Circuit model of bidimensional multi-sensor

其中：输入部分分别为滑动变阻器 F1、F2 下半

边电阻占其总电阻的比例 x、y, RF1 = RF2 = 10 kΩ
输出为 u、v, R1 = R2 = R3 = 1 kΩ.
根据叠加定理, 得传感器系统方程




u =
5[2x + y + 10xy(2− x− y)]
3 + 10[y(1− y) + x(1− x)]

v =
5[2y + x + 10xy(2− x− y)]
3 + 10[y(1− y) + x(1− x)]

(10)

首先分别将输入变量 x ∈ [0.1, 0.9], y ∈
[0.1, 0.9]的定义域 20等分, 得到 441个输入数据对
(xk, yl), k = 1, 2, · · · , 21, l = 1, 2, · · · , 21. 由系统
方程求出其理论输出值 (us, vs), s = 1, 2, · · · , 441,
从而得到对应输入输出的共 441 组样本真值
(xs, ys, us, vs), s = 1, 2, · · · , 441. 再通过移动最小
二乘法和理论输出值 (us, vs), s = 1, 2, · · · , 441 重
构出传感器的输入信号 xsr, ysr, s = 1, 2, · · · , 441.
通过对比原始输入数据和重构数据可以验证移动最

小二乘法在信号重构中的效果.
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下面研究权函数因子 β、点 xI 影响域的节点数

及基函数的维数m 对数据重构结果的影响.
权函数 ωI(xxx) 代表了计算点 xI 在所有计算点

中的权重, 而 Guass 权函数的因子 β 反映了计算点

xI 影响域内所有节点对 xI 重构值的贡献程度. 如
图 3 所示, 离计算点 xI 近的节点对待求函数 ω(xxx)
在 uuuh(xxx) 的影响越大, 而远的节点几乎没有作用. 但
是针对不同的 β, xI 影响域内同一节点的权重不同,
β 越大, 其权重越小, 因此对 xI 的取值起决定性作

用的点越集中. 可见, β 取值较大时, 权函数的区域
性较强; β 取值较小时, 权函数的全局性较强. 为
了平衡 Guass 权函数的全局和局域特性, 本文选取
β = 4.

图 3 权函数 ωI(xxx) 曲线图

Fig. 3 Curves of weight function ωI(xxx)

点 xI 影响域中的节点数 nI 直接影响重构的结

果, 必须慎重选取. 如果节点数过少, 可能会影响计
算精度或产生奇异矩阵；计算点过多, 影响域半径会
增大, 使该点的区域特性表现得不明显, 并且降低计
算效率. 由于该电路模型的实验数据点均匀分布, 即
节点密度参数 cI 为常数, 因此节点数直接取决于影
响域半径 dm. 图 4 所示为当 dm = 0.5 时, 输入数
据 (0.4, 0.8) 重构结果的权函数分布图. 其中灰色的
“•” 代表权值为 0 的节点, 黑色的 “•” 代表权值为
1 的节点, 权值在 (0, 1) 之间的点由过渡色表示.
图 5 揭示了基函数维数的选取也影响重构结

果的准确性, 图中为选取维数为 r = 1, 2, 3, 4 时基
函数在实验数据点 (0.4,0.1), (0.4,0.2),· · · ,(0.4,0.9)
的重构结果与理论值的对比图. 显然, 针对非线性
系统, 维数越高，重构的结果越接近真值, 但是, 这
种精确度的提高是以增加计算量和存储空间为代

价的. 由于空间复杂度递增的程度并不显著, 下面
主要对 LS 法与 MLS 法的时间复杂度作一下对比.

LS 重构算法的计算量集中在表达式 (ATA)−1ATu

中, 其时间复杂度为 2n3 + 2n2；MLS 法的计算
量集中在表达式 PTA−1Bu 中, 其时间复杂度为
(m2 + m)n2 + (m2 + 2m)n + m3 + m2. 所以当
(2n + 2)n2 < (m2 + m)n2 时, MLS 法的计算量较
大；当 (2n + 2)n2 > (m2 + m)n2 时, LS 法的计算
量较大. 本文实验中选取 n = 21, m = 10, 故MLS
重构算法的时间复杂度略高.

图 4 dm = 0.5 时, 点 (0.4, 0.8) 的权函数分布图

Fig. 4 Weight value distribution of the data (0.4, 0.8) for

dm = 0.5

图 5 不同维数的基函数重构结果与理论值的比较

Fig. 5 Comparisons between theoretical values and

reconstructed results for basis function of different

dimensions

试验选取基函数维数 r = 3, 影响域半径
d = 0.5, 权函数因子 β = 4. 由于本试验模型的
对称性, 仅绘制输入信号 x 的重构结果, 信号 y 的

重构结果同理可得. 图 6 所示分别是最小二乘与
移动最小二乘重构的绝对误差图. 图 6(a) 为最小
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二乘法重构的绝对误差图, 由图可知, 重构误差在
(-0.2, 0.2) 区间内, 其结果不是非常理想；图 6(b) 是
移动最小二乘的重构误差图, 其最大绝对误差小于
0.006. 可见, 针对此物理模型移动最小二乘法的重
构结果远远优于最小二乘法.
为了更具体的说明该法的重构情况, 具有代表

性的数据列表如表 1 所示.
由表 1 可知, 最小二乘法重构的最大相对误

差为 15.3%, 而移动最小二乘法的重构误差均在
1.03%以下, 其重构精确度远远高于最小二乘法. 除
此之外, 当重构点分布在曲面边缘或节点稀疏的区
域时, 移动最小二乘法的重构误差较大, 因此适当增
加该点的支撑域半径或细化其节点分布, 都能够明
显改善重构的精度.

4 结论

移动最小二乘法是一种基于点的近似方法. 它
的优点在于把全局近似转化为局部近似以满足收敛

性和稳定性的要求, 其已在许多领域取得了很好的
成效. 本文尝试将该方法用于多功能传感器信号重
构的研究, 详细分析了 Guass 权函数因子 β、影响

域节点数和基函数维数对信号重构的影响, 其中提
高网格的细化程度和适当选取基函数维数可以显著

提高重构的收敛精度, 通过控制权函数因子 β 的取

值可以实现拟合的全局特性和局部特性的转换. 最
后, 本文将最小二乘与移动最小二乘的曲面拟合结
果进行了对比, 结果表明移动最小二乘更适合用于
非线性多功能传感器的曲面拟合.

图 6 LS 与MLS 重构绝对误差对比图

Fig. 6 The comparison of reconstructed absolute errors

between LS and MLS

表 1 输入变量 x 的 LS 和MLS 估计法重构误差表

Table 1 The reconstructed error of variable x with the methods of LS and MLS

组数 输入 x 的 输入 y 的 x 的 LS LS 重构 LS 相对 x 的MLS MLS 重构 MLS 相对

理论值 理论值 重构值 绝对误差 误差 (%) 重构值 绝对误差 误差 (%)

1 0.8600 0.5400 0.8722 1.22×10−2 1.42 0.8619 1.90×10−3 0. 221

2 0. 2200 0.1800 0. 2174 2.58×10−3 1.17 0.2206 6.46×10−4 0.294

3 0.5300 0.6100 0.5338 3.78×10−3 0.714 0.5300 1.93×10−5 0.00365

4 0.1800 0.4200 0.1731 6.95×10−3 3.86 0.1790 9.92×10−4 0.551

5 0.3000 0.7000 0.3231 2.31×10−2 7.71 0.3031 3.09×10−3 1.03

6 0.4600 0.2500 0.4316 2.84×10−2 6.17 0.4594 5.70×10−4 0.124

7 0.6600 0.7800 0.6644 4.40×10−3 0. 667 0.6587 1.33×10−3 0. 202

8 0.3500 0.9000 0.4037 5.37×10−2 15.3 0.3493 6.86×10−4 0.196

9 0.9000 0.9000 0.8917 8.31×10−3 0.923 0.9017 1.74×10−3 0. 193
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