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任何一个实际系统总是在各种偶然和持续的

干扰下运动或工作的。显然，我们首先要考虑
的问题是，当系统承受这种干扰之后，能否稳
妥地保持预定的运动轨迹或者工作状态，这就
是稳定性。

此外，描述系统的数学模型，绝大部分都是

近似的，这或者是由于量测误差，或者是为使
问题简化，而不得不忽略某些次要因素。近似
的数学模型能否如实反映实际的运动，在某种
意义上说，也是稳定性（鲁棒性）问题。

研究稳定性的意义



一、稳定性的基本概念

平衡状态的稳定性

非线性自治系统：
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李雅普诺夫意义下的稳定性

0 0( ), ( ),x f t x x t t t= ≥， (4-6)

0 0 0|| ( , ) || ,cx t x t x t tε− ≤ ∀ ≥；

0 0|| || ( , )cx x tδ ε− ≤

李雅普诺夫稳定性的概念是微分方程解对初

值的连续依赖性这一概念在无穷时间区间上的推
广和发展。因此下面讨论时均假定所研究方程的
解在无穷区间[t0, ∞)满足存在和唯一性条件。

？



满足不等式

定义4-1: 李雅普诺夫意义下稳定

(4-7)

(4-8)

则称平衡状态xc是李雅普诺夫意义下稳定的。
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李雅普诺夫稳定性就是要研究微分方程的解
在t∈[t0，+∞）上的有界性。



李雅普诺夫意义下稳定的图示：

ε

δ

tt0

1. 此处δ 随着ε、t0而变化；

2.‖x(t； t0, x0) ‖＜ ε ∀t≥ t0

对于任意的ε＞0，都存在δ(t0，ε)>0，使得当

‖x(t0) ‖＜ δ (t0，ε)

时有 ‖x(t； t0， x0) ‖＜ ε ∀t≥ t0 成立

初值变化充分小时，解的变化( t≥ t0)可任意小(不是无变化)；

3.显然， δ (t0，ε)≤ ε。

x(t0)



ε

δ(t0 ， ε)

x0

x(t)

李雅普诺夫意义下稳定的几何意义

对于任意的 ε＞ 0，都存在 δ (t0 ， ε )>0 ，使得
当‖x(t0) ‖＜ δ (t0，ε)时有

‖x(t；t0，x0) ‖＜ ε ∀t≥ t0



无关。，而与初始时刻于的范围（大小）只取决 0tεδ

一致稳定：

对定常系统，李雅普诺夫意义下的稳定等价于一致稳定。
但对时变系统，没有这种等价关系。



定义 4-2 平衡状态xc是渐近稳定的:

（4-9）
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（1）xc是稳定的。



渐近稳定的几何意义
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图4-2   渐近稳定的平衡状态



t0

δ(t0)

μ

t0 + T(μ, t0, x0)

(a) x=0是稳定的, x在t > t0的行为已决定

(b) 是 t 充分大时的性质。

1. 此处δ (t0)是固定的一个范围（称为吸引区，不是
任意小的）；

2.‖x(t； t0， x0) ‖＜ μ，t > t0 + T(μ， t0，x0)

ε

0 0lim ( , , ) 0→∞ =t x t t x



存存在

定义 4-3: 平衡状态xc是指数渐近稳定
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“渐近”的数量概念；

从工程应用的观点来看，渐近稳定比稳定更为重要。

按指数渐近稳定的两个重要方面：



则称xc=0是大范围渐近稳定的。

定义4-4: 大范围渐近稳定　

0 0lim ( ; , ) 0
t

x t x t
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= (4-13)

任何一个非零初始状态x0，都使 x(t；x0, t0) 
有界,且

显然，大范围稳定的含义是δ ∞＝ 。

称为吸引区。δ



前面所定义的稳定、一致稳定、渐近稳定、

一致渐近稳定和按指数渐近稳定都是局部的
概念，即定义中的条件只要在xc 附近成立即

可。但在工程技术上，特别是在控制系统
中，所发生的初始偏差并非任意的小，而是
有限的或是任意大的。所以，全局稳定比局
部稳定更有意义。

幸好，就我们所讨论的线性系统而言，全局
和局部是一致的。
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考虑微分方程

显然， 是它的一个平衡状态。现若有初始扰动

(0)=0.0001，则 

例：

可见，即使初始值微小地偏离了平衡状态，且在任意
有限的时间内其解有界，但最终将发散。
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若

显然， 是它的一个平衡状态。现若有初始扰动

(0)=10000，则 

可见，即使初始值很大地偏离了平衡状态，系统最终
将收敛。



该方程的解为
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例 4-1

0

0 0

( )
1

t

t

x ex t
x x e

−

−=
− +

x

1

o
t

0

0

ln
1

x
x −

图4-3 非线性系统的解

两个平衡状态xc=0，
xc=1。



例：讨论下列系统是否稳定、是否一致稳定、是否渐
近稳定：

1 2
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= −⎧
⎨ =⎩

x x
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teA：这是一个定常系统，利用拉氏变换立即可得 ，
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无关，故系统还是一致稳定的。但

例：讨论下列系统是否一致稳定、是否渐近稳定、
是否一致渐近稳定：

1
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+
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解：容易解出：
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故系统不是渐近稳定的。
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故系统的零解不是一致渐近稳定的。

故零解渐近稳定。



则称系统是不稳定的。　

定义4-5: 不稳定

(4-14)

(4-15)
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图4-4 不稳定平衡状态
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各种稳定性之间的关系



二. 李雅普诺夫第二方法

为了分析运动的稳定性,李雅普诺夫提出了两
种方法:

第一方法包含许多步骤，包括最终用线性化
的微分方程的显式解来对稳定性近行分析，是一
个间接的方法。

第二方法不是求解微分方程组，而是通过构

造所谓李雅普诺夫函数（标量函数）来直接判断
运动的稳定性，因此又称为直接法。

李雅普诺夫第二方法目前仍是研究非线性、时

变系统最有效的方法，是许多系统控制律设计的
基本工具。



非线性时变自治系统

0( , ),
( ,0) 0

x f x t t t
f t
= ≥

=

李雅普诺夫第二法的主要定理

(4-16)

李雅普诺夫第二法的关键就是构造所谓李雅
普诺夫函数（标量函数）。



定理4-1:(大范围一致渐近稳定的定理，充分
条件)

( ) ( )0 ( , )x V x t xα β< ≤ ≤ （4-17)
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数 其中 ， ，使对一切
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(4-18)即）（时，有）当（ ,4 ∞→∞→ xx α

则称系统原点平衡状态为大范围一致渐近稳定。



证明：

(1)第一步证明原点平衡状态 xc=0

是一致稳定的。

首先，

0
0 0 0 0 0 0( ( ; , ), ) ( , ) ( ( ; , ), ) 0

t

tt
V x t x t t V x t V x x t dτ τ τ− = ≤∫ (4-19)



图4-5 定理条件(1)和(2)的几
何描述
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(4-20)
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（2）第二步证明是一致渐进稳定

先取 1
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（3）第三步证明原点平衡状态的一致渐近稳
定是大范围的。

( )0 0 0 0 0 0( ; , ) ( ( ; , ), ) ( , )x t x t V x t x t t V x tα

β δ α ε

≤ ≤

                   < ( )< ( ) (4-26)

0 0( ; , )x t x t ε<

说明：此定理仅是充分条件。



几何解释： 由于v(x)正定， v(x)=C是一个闭的曲面
族，层层相套、随C 趋向于零而向原点退缩。而
dv/dt 负定则说明：在任一点x处，v(x) 的值都是减小
的，从而在任一点x 处，运动的轨线都从v(x)=C的外
部穿越v(x)=C 走向内部。这表明，limt→0x(t)=0，即

原点（零解）是渐近稳定的。

物理解释： v(x)是“能量”函数。

2x

1x



(4)当‖x‖→∞时,V(x)→∞。

则系统的原点平衡状态是大范围渐近稳定的。

定理 4-2: (定常系统大范围渐近稳定的定理)

连续；）（ )(),(1 xVxV
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;0,0)(3 ≠< xxV）（
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例4-2:

x1=x2=０是系统的唯一的平衡状态。
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(5) 当‖x‖→∞时,有V(x)→∞。　

则系统的原点平衡状态是大范围渐近稳定的。

0 0, ( ( ; ,0))! 0x V x t x∈ℜ ≡(4) 对任意

连续；）（ )(),(1 xVxV
定理4-3：(定常系统大范围渐进稳定的定理)

;0)(3 ≤xV）（

(2) V(x)≥0,等号仅在x = 0时成立; 



例4-3: 1 2
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(a) x1任意, x2=０； (b) x1任意, x2= -1
的两种情况：0)( =xV

1 2
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对于情况(a),



导出2( ) 1x t0 1( ; ,0) [ ( ), 1]Tx t x x t= − = −

2( ) 0x t =
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矛盾！

也就是说 不是原系统的解。0 1( ; ,0) [ ( ), 1]Tx t x x t

代入系统方程得

对于情况(b),

由

= −



定理4-4: (时变系统李雅普诺夫意义下稳定的
定理)

(1) ( , ) 0
(2) ( , ) 0

V x t
V x t

>

≤

且有界；

且有界；

则系统的原点平衡状态为Ω域内一致稳定。

若系统在Ω域内满足：



定理4-5: (定常系统李雅普诺夫意义下稳定的
定理)

则系统原点平衡状态为Ω域内稳定。

(1) ( ) 0
(2) ( ) 0

V x
V x

>
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；

；

若系统在Ω域内满足：



则系统平衡状态为不稳定。

定理4-6: (不稳定的判别定理)

0),(,0),()2(
0),(,0),()1(

>>

>>

txVtxV
txVtxV

或且有界

或且有界

如果存在一个直到一阶偏导的标量函数V(x,t)
使得V(0,t)＝0 ，且存在区域Ω，使得：



关于李雅普诺夫函数

3. 应当特别注意定理4-1～4-5均为充分条件。这意
味，即便我们不能构造出满足系统稳定的v函
数，也不能因此断言系统不稳定。要证明系统
不稳定，须找出满足不稳定定理的v函数。

1. 不通过求解微分方程而能对系统的稳定性作出
结论的标量函数称作系统的一个李雅普诺夫函
数；

2. 如何构造v函数是一个复杂的问题。即使满足
某系统的v函数理论上存在，要找到其解析的
表达式仍非易事。寻求构造v函数的一般方法

的企图是不现实的；
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一、线性时变系统稳定的特点
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= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

例如

2
1 2det( ) ( 1) 1sI A s λ λ− = + ， ＝ ＝－。

1 ( )
( ,0) 2

0

t t t

t

e e e
t

e

− −

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥Φ =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1

2

1 (0)( )
( ) 2

(0)0

t t t

t

xe e e
x t

xe

− −

−

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

系统不稳定。所以，线性时变系统一般不能用特征
值来讨论系统的稳定性。



定理： 对于方程(4-29) 所表示的线性系统，若有一
个运动稳定，则其所有运动稳定。

因此，对线性系统而言，今后可笼统地说“系
统是稳定的” ，而一般的非线性系统并不具备这一
特性。



(4) 一致渐近稳定的充要条件:

存在N＞0,c＞0, 有

0lim ( , ) 0
t

t t
→ ∞

Φ =

0( )
0( , ) c t tt t Ne− −Φ ≤

(3) 渐近稳定的充要条件：

(4-31)

(4-32)

(2) 一致稳定的充要条件:

k(t0)与t0无关

0 0( , ) ( )t t k tΦ ≤
定理4-7：(1) 稳定的充要条件:存在k(t0)，有

(4-30)

二、 线性时变系统稳定性的两个定理



1. 李氏稳定等价于状态转移矩阵范数的有界性；

2. 一致稳定等价于状态转移矩阵范‖Φ(t,t0) ‖的

一致有界性；

3. 渐近稳定等价于状态转移矩阵范‖Φ(t,t0) ‖趋

向于零；

4. 一致渐近稳定等价于状态转移矩阵按指数规律
稳定。

定理4-7表明：



证明: (1) 充分性。由于

0 0 0 0 0 0

0 0 0
0

0 0 0 0
0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( )
( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ,
( )

x t t t x t t t x t k t x t

t x t t
k t

x t t t x t k t t t
k t

εδ δ

ε ε

= Φ ≤ Φ ⋅ ≤ ⋅

= <

≤ Φ ⋅ < ⋅ = ≥

，

取 当 时必有

成立。



现取 x(t0)=[0…0 δ 0…0]T，则有

1 0( , ) 0ij t t Mφ > >

1 1 0 0 1 0( ) ( , ) ( ) ( , )jx t t t x t t tφ δ= Φ =

/M ε δ=取 ，有

1 1 0 1 0( ) ( , ) ( , ) ( / )j ijx t t t t tφ δ φ δ ε δ δ ε= > > ⋅ = 。

必要性。反证法。

设

j

1 1 0( ) ,x t t tε> ≥所以　

与 x = 0稳定矛盾。 必要性成立。



(2) 的充要条件的证明与(1)类似。

　

(3) 的证明较为简单,与(1)类似。

0 0lim ( , ) 0 ( , )
t

t t t t k
→ ∞

Φ = → Φ ≤

0 0( ) ( , ) ( ) 0x t t t x t
→∞ →∞

≤ Φ ⋅ =
t t
lim lim 。



任取u＞0,δ0＞0, 当‖x(t0)‖＜δ0，存在T

0( , )t t NΦ ≤因为 所以系统一致稳定。

0

0 0

( )
0

( ) ( , ) ( )

( )c t t

x t t t x t

Ne x t− −

≤ Φ ⋅

≤

又因为 

        

(4) 充分性。

当t≥t0+T时有

0
0

1T ln t
c N

μ
δ

= − （与 无关）

0 0
0

( ) ( )cTx t Ne x t N
N
μ δ μ
δ

−≤ < ⋅ ⋅ =



必要性:

0, )t t kΦ <因为系统一致稳定，所以 (

0, 0, 0Tδ μ> > >又因为一致渐进稳定，所以存在 和

0 0 0( )t t t T x t δ≥ + <对任意 ，当 且 时，均有

0 0( ) ( , ) ( )x t t t x t μ≤ Φ ≤

0( ) , / 2,x t Tδ μ δ= =设 经过时间 有

0 0 0 0 0 0

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , )
2

x t t T t x t t T t x t

t T t δδ

= Φ + ≤ Φ + ⋅

= Φ + ⋅ ≤        



由此又可得

0 0
1( , )
2

t T tΦ + ≤

[ ]

0 0 0 0

0 0 0

0 0

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

, 2
2

t t t t T t T t

t t T t T t
k t t T t T

Φ = Φ + ⋅ Φ +

≤ Φ + ⋅ Φ +

≤ ∀ ∈ + +

           

                           

     

由此,有



令N=2k,便得到

[ ]

[ ]

0 0 0 0 0 0

0 02

0 0 0

( , ) ( , 2 ) ( 2 , ) ( , )

2 , 3
2

( , ) , , ( 1)
2 n

t t t t T t T t T t T t
k t t T t T

kt t t t nT t n T

Φ ≤ Φ + ⋅ Φ + + ⋅ Φ +

≤ ∀ ∈ + +

Φ ≤ ∀ ∈ + + +

                   

                        

1
2

cT
ce− =

0( )
0 0 0( , ) , ,c t tt t Ne t t t− −Φ ≤ ∀ ≥

选取c使得

现构造包络线来包含 ：0( , )t tΦ



按指数规律收敛0( , )t tΦ图4-7

0t 0t T+ 0 2t T+ 0 3t T+ 0 4t T+

32k

3k

0( )t tNe− −

3 / 2k
3 / 4k

3 / 8k



讨论：

1）定理4-7所给出了线性系统的重要性质。此性质

完全是由

0 0 0 0( , , ) ( , )= Φx t x t t t x

0 0

0

0( , , )
( , )Φ

状态转移阵

决定了解的一切性质。

中， 对 的线性关系所致。

一般地，对于非线

性系统，定理4-7的结论均不成立。

x t x t x
t t

2）线性系统的稳定性具有全局性质。



=A(t)x的平衡状态按指数稳定等价:x
1

0

1

0

1

0

1

0

2

0 1 1 0

0 2 1 0

2
1 3 1 0

1 4 1 0

(1) ( , ) ,

(2) ( , ) ,

(3) ( , ) ,

(4) ( , ) ,

t

t

t

t

t

t

t

t

t t d t k t t

t t d t k t t

t d k t t

t d k t t

τ τ

τ τ

Φ ≤ ∀ ≥

Φ ≤ ∀ ≥

Φ ≤ ∀ ≥

Φ ≤ ∀ ≥

∫

∫

∫

∫

  

    

定理4-8：

若A(t) 有界，则



证明： 正命题很显然。若系统指数渐近稳定，根据定

理4-7，得到(4-32)式，代入上面4个表达式，很容易

证明。
现证明它的逆命题。

　(1) 

1

0

1

0

1

0

0 0

0 0 0 0

0 0 1 0 1 0

( , ) ( , )

[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

t T

t

t T T

t

tT T
t

d t t t t dt
dt

t t t t t t t t dt

t t t t t t t t I

⎡ ⎤Φ Φ⎣ ⎦

= Φ Φ +Φ Φ

= Φ Φ = Φ Φ −

∫

∫

0 0 0( , ) ( ) ( , ) ( , )t t A t t t t tαΦ = Φ ≤ ⋅ Φ∵

再由



由此,可得

1

0

1

0

1

0

1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2

0 1 1 0

( , ) ( , ) [ ( , ) ( , ) ( , ) ( , )]

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 ( , ) 2 ,

tT T T

t

t T T

t

t

t

t t t t I t t t t t t t t dt

t t t t t t t t dt

t t dt k t tα α

Φ Φ − = Φ Φ +Φ Φ

≤ Φ ⋅ Φ + Φ ⋅ Φ

≤ Φ ≤ ∀ ≥

∫

∫

∫

1 0 1 0 1 0 1 0

1 0 1 0 1 1 0
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T T

T

t t t t t t t t I I

t t t t I I k t tα

Φ Φ = Φ Φ − +

≤ Φ Φ − + ≤ + ∀ ≥

由三角不等式得



这表明,对任意的t1≥t0,有

2 2
1 0 1 1 1 0( , ) 2 1 , ( , )t t k N t tαΦ ≤ + = Φ所以 有界。

1 1

0 0

1

0

1

0

2 2
1 0 1 0

2 2
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1 0 1 1 1 0

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
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t

t t d t t d
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N t d N k t t

τ τ τ τ

τ τ τ

τ τ

Φ = Φ Φ

≤ Φ Φ

≤ Φ ≤ ∀ ≥

∫ ∫

∫

∫

下面证明系统是指数稳定。

首先，我们将对 作更精确的估算。1 0( , )t tΦ



可得
2

1 0 1 0 1 1 1 0( ) ( , ) ,t t t t N k t t− Φ ≤ ∀ ≥

2
1 1 1 0 1 1

1 0

4 ( , )
1( , )
2

N k t T t N k

t T t

Φ + ≤

∴ Φ + ≤

0 0
1( , ) ( )
2

nt nT tΦ + ≤

类似地,可证得

与定理(4-7)的构造方法类似,可知系统是指数稳定。

取T=t１-t0＝4Ｎ1k1,可得



(2) 的证明与(1)类似。首先有

0 0( , ) ( , )t t t tαΦ ≤ Φ

1 1

0 0

1

0

1 0 0 0

0 2 1 0

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ,

t t

t t

t

t

t t I t t dt t t dt

t t dt k t tα α

Φ − = Φ ≤ Φ

≤ Φ ≤ ≥

∫ ∫

∫

1 0 1 0 2 1 0( , ) ( , ) 1 ,t t t t I I k t tαΦ = Φ − + ≤ + ≥

再利用三角不等式得

显然

1 1

0 0

2
0 2 0 2 2( , ) (1 ) ( , ) (1 )

t t

t t
t t dt k t t dt k kα α∴ Φ ≤ + Φ ≤ +∫ ∫

由结论(1)知，系统指数渐进稳定。



因为‖A(t)‖≤α,由

( , ) ( , ) ( )d t t A
d

τ τ τ
τ

Φ
= −Φ

( , ) ( , )d t t
d

τ α τ
τ

Φ
≤ Φ可得

(3) 对(1)的证明略加修改可证明(3)。



但是另一方面有
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0
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1

0

1 0 1 0 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
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−Φ Φ = Φ Φ

= Φ Φ +Φ Φ

≤ Φ ⋅ Φ + Φ ⋅ Φ

≤ Φ ≤

∫

∫

∫

∫

1 0 1 0 1 0 1 0 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 1 2T Tt t t t t t t t I I k NαΦ Φ ≤ Φ Φ − + ≤ + =

利用三角不等式,由上式得



完全类似(1)的证明，可得

0 0
1( , ) ( )
2

nt nT tΦ + ≤

所以系统指数渐进稳定。



(4) 类似(3)的证明可证得：

1 0 4 1 0( , ) ,t t I k t tαΦ − ≤ ≥

于是利用三角不等式得

1 0 1 0 4 1 0( , ) ( , ) 1 ,t t t t I I k t tαΦ = Φ − + ≤ + ≥

1 1

0 0

2

1 4 1 4 4 4( , ) (1 ) ( , ) (1 )
t t

t t
t d k t d k k Nτ τ α τ τ αΦ ≤ + Φ ≤ + =∫ ∫

由此,可得

定理证毕。

由结论(3)知，系统指数渐进稳定。



三 、线性时变系统的李雅普诺夫函数

定理 4-9： 系统

( ) ( , ) ( ) ( , )T

t
P t t Q t dσ σ σ σ

∞
= Φ Φ∫

( ) ,x A t x A k= <

(4-34)ICtQIC 12 )(0

( , ) ( )TV x t x P x x=

(4-35)

是满足定理4-1的一个李雅普诺夫函数。

对一切实数 t 收敛。

则积分

≤≤<
若Q(t)为任意正定对称，且满足

且一致渐进稳定，

且



证明： 由定理4-7知，存在正数N和k,使

2
2 2 ( ) 1
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2

k t

t

C NP t C N e Id I
k

σ σ
∞ − −≤ =∫

2
1( , ) ( )
2

T TC NV x t x P t x x x
k

= ≤

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )x t t x t xσ σ σ σ= Φ ≤ Φ ⋅

对系统(4-29)有

这表明

再由式(4-34)可得

(4-36)( ) tNet tk ≥≤Φ −− σσ σ ,)(，

有界。



考虑到式(4-36),由上式得
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= = Φ Φ

≥ = >

∫

∫
(4-37)

将上式代入xTＰ(t)x的表达式中,可得

也即



( , ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

{ [ ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )]

( , ) ( ) ( , ) }

{ [ ( , ) ( ) ( , )] ( , ) ( ) ( , )
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V x t x A t P t P t A t P t x
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dx t Q t d t t Q t t t
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d t Q t d x
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σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ

∞

∞

∞

∞

= + +

= Φ Φ +Φ Φ

+ Φ Φ

= − Φ Φ −Φ Φ

+ Φ Φ

∫

∫

∫

∫
2

2( ) 0Tx Q t x C x= − ≤ − <

其次,由V(x, t)的表达式,有

所以，V(x,t)是一个李雅普诺夫函数。



系统(4-29)一致渐进稳定的充要条件是：对
于任意给定的正定对称阵Q(t),方程(4-39)

推论4-1：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0TP t A t P t P t A t Q t+ + + =

存在有界正定对称解P(t)。

证：令V(x,t)=xTP(t)x,由(4-39)可知V’(x)<0。

可证明，(4-35)所定义的P(t)满足(4-39)，由定理4
－9知，系统一致渐进稳定。

(4-39)



( ) ( ) ( .1)= +A B Ax t x t u

在任意输入 u 作用下任一实际运动的稳定性，等

价于讨论其所对应的齐次方程

( ) ( .2 )= A Ax t x

关于零解的稳定性且

(A.1)具有什么性质的稳定性等价于(A.2)具有同

一种性质的稳定性。

补充： 运动的稳定性



例：讨论如下系统的稳定性：

05 , 0, (0) := − + ≥ =x x t t x x
根据上面的结论，只需要讨论所对应的齐次方程的
零解稳定性即可。现齐次方程渐近稳定，故原系统
渐近稳定。

t

未被扰运动

被扰运动

注意，在这个例子中，系统的响应是无界的。这是由
于输入信号是无界的。这和系统的稳定性不是同一个
概念。



第一节、 稳定性的基本概念和定理

第二节、 线性时变系统的稳定性判据

第三节、 线性定常系统的稳定性判据

第四节、 线性系统的BIBO稳定性和BIBS稳定性

第四章线性系统的稳定性第四章线性系统的稳定性



第三节 线性定常系统的稳定性判据

一、 基本定理

二、 线性定常系统的李雅普诺夫函数

四 、李雅普诺夫第二法在系统综合方面

的应用



特征多项式为

0, (0) , 0x Ax x x t= = ≥

一、基本定理

1
1 1( ) det( ) n n

n ns sI A s a s a s a−
−Δ = − = + + + + (4-41)

(4-40)

系统(4-40)的稳定性完全可由特征方程式(4－41)的
根及其相应的模式来决定。



运动模式及其收敛、发散、有界的条件

1
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e

Λ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥Λ = ⇒ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

1

l

l

l

l
l

l

(4-40) 式中A阵的特征值称为模态，ni 重特征值
λ 对应的运动形式可能有eλt, teλt,…,        , 均称为系统

的运动模式。但这些模式并非全部都出现，究竟出现
多少项取决于λ 的几何结构。例如下面不同的若当形

结构对应有不同的运动模式：

1−in tt el

1 1, At tA T T e T e T− − Λ= Λ → =



2

1
Λ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥Λ = ⇒ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
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l l

l

l

l
l

l

t t

t t

t

e te

e e
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3

1
1 2

1 Λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥Λ = ⇒ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3

l l l

l l

l

l
l

l

t t t

t t t

t

e te t e

e e te

e

尽管三者均具有相同的特征值且代数重数相等，但
却有不同的几何重数：他们分别为3、2、1。



(1)稳定的充要条件是Δ(s)=0的实部为零的根对

应的初等因子是一次，而其余根均具有负实部。

(2)渐近稳定的充要条件是Δ(s)=0的所有根均有

负实部。

(3)不稳定的充要条件是Δ(s)=0有正实部的根，

或实部为零的根所对应的初等因子不是一次。

定理4-10:

x Ax=系统



2 ;mλ λ λ• A 1设 的互异特征值分别是 ， ， ，

•将eAt写成 T-1eJt T，这里
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J

J J
J

J J J J

J
J

显然，只要讨论eJt的

有界性和收敛性即
可，而这等价于讨论
eJt 的每个元素的有界

性和收敛性。



以下几种提法是等价的（参看矩阵论）。

(a) λi 是最小多项式的单根；

(b) λi 的初等因子都是一次的；

(c) 对应的 Ji是对角形；

(d) 对应的若当块的个数等于代数重数；

(e) 几何重数等于代数重数。

对特征值λi



由以上讨论可以得出的结论是：

1) Re λ < 0， λ 对应的所有运动模式收敛，即随着时
间趋于无穷而趋于零。

2) Re λ >0, λ 对应的所有运动模式发散，即随着时间
趋于无穷而趋于无穷，并且是按指数规律发散.。

3) Re λ =0, 分两种情况：

若 λ 对应的若当块全是一阶子块，这时λ 的代数
重数与几何重数一致，不会发生发散现象，运动
模式也不收敛，运动模式是有界的；



当λ 的几何重数小于代数重数，λ 对应的若当块一

定有二阶或二阶以上的出现，这时运动模式发

散，但发散是按时间的幂函数的规律。因此当零

实部重根出现时，一定要研究它的几何重数后，

才可对运动模式的形态作出结论。

1A
1

0 0 0 1 0 0
A 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

te
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= → =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦



例4-4:若系统

1 2

0 1 0 0
,

0 0 0 0
A A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 2
1 1 0

,
0 1 0 1

A t A tt
e e⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x Ax=



因含有t而无界1A te

2A te

不是渐近稳定的

A2的特征值不具有负实部

A2对应的系统是稳定的。

有界

故A1对应的系统不稳定



指数渐近
稳定

稳定

渐近
稳定

一致渐近
稳定

一致
稳定

定常 定常

定常

对于时不变系统，通常只说“系统渐近稳定” 。



二、 线性定常系统的李雅普诺夫函数

正定对称阵Q,存在唯一的对称正定阵P,使得

定理4-11:

TA P PA Q+ = −

x Ax=系统 为渐进稳定的充要条件：

(4-42)



证明: 充分性。令 ( ) TV x x Px=

( )
( ) 0

T T T T T

T T T

V x x Px x Px x A Px x PAx
x A P PA x x Qx

= + = +

= + = − <

( ) 0 ( 0 0TV x x Px x= ≥ =等于 仅在 成立)

渐近稳定。显然系统 Axx =

其次有

有



解为
TA t AtX e Qe=

0 0
( ) (0) ( ) ( )TX X A Xdt Xdt A

∞ ∞
∞ − = +∫ ∫

0 0
( ) ( )

T TT A t At A t AtA e Qe dt e Qe dt A Q
∞ ∞

+ = −∫ ∫得

因为

, (0)TX A X XA X Q= + =

现在系统渐进稳定。考虑矩阵方程：

(4-43)

必要性。



所以，可取
0

TA t AtP e Qe dt
∞

= ∫

0
( ) ( ) 0

TT A t T Atx Px e x Q e x dt
∞

= ≥∫

1 2 1 2( ) ( ) 0TA P P P P A− + − =

以下证P是唯一的。

设有解P1和P2,则有

则：P = PT

TA P PA Q+ = −



则 1 2[ ( ) ] 0
TA t Atd e P P e

dt
− =

根据 t 的任意性可得： P1＝P2

TA t Ate e将上式左乘 ,右乘

1 2( )
TA t Ate P P e C∴ − 是常数=

lim ) 0
T t t

t 1 2e P P e C→∞ − = =A A(



例4-5:

令Q=I, 得等式

11 12

21 22

a a
x Ax x

a a
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1111 21

12 11 22 21 12

12 22 22

2 2 0 1
0

0 2 2 1

Pa a
a a a a P

a a P

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

1A

TA P PA Q+ = −解：由



若detA1≠０, 则可解得P为
2 2
21 22 12 22 21 11

2 2
1 12 22 21 11 11 22

det ( )2
det ( ) det

A a a a a a a
P

A a a a a A a a
⎡ ⎤+ + − +−

= ⎢ ⎥− + + +⎣ ⎦

2 2
21 22

11
11 22

det 0
2( )det

A a aP
a a A

+ +
= >
− +

由P 正定的条件可得

Aaa
aaaaaaA

det)(4
))((4det

2211

2112221122111

+=
−+=



2 2
11 22 12 21

2
11 22

( ) ( )det 0
4( ) det

a a a aP
a a A
+ + −

= >
+

因此,系统渐近稳定的参数条件为

11 22 12 21

11 22

det 0,
( ) 0

A a a a a
a a

= − >
+ <

11 12

21 22

a a
x Ax x

a a
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
⎣ ⎦



注意：定理4-11并不意味着：“A渐进稳
定，P正定，则由方程(4-42)所得的Q一

定正定。

1 1 1 2
,

1 3 2 5

2 2
0

2 26

T

A P

A P PA Q Q

Q

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ = −

−⎡ ⎤
= <⎢ ⎥
⎣ ⎦

例：

由方程 得 为



定理4-12：取Q = QT≥0,

Tx Qx

x Ax=系统 渐近稳定。

有正定对称解的充要条件是：

TA P PA Q+ = −

沿任意非零解不恒为零,且

(4-44)



证明： 充分性

0 00

TT A t Atx e Qe dt x
∞

∫

0

TA t AtP e Qe dt
∞

= ∫
是矩阵李雅普诺夫方程正定对称解。即P满
足方程(4-44)。

收敛，且

因为系统渐进稳定，所以

0 0

00 ( ) |

T TT T A t At A t At

T TA t At A t At

A P PA A e Qe dt e Qe Adt
d e Qe dt e Qe Q
dt

∞ ∞

∞ ∞

+ = +∫ ∫

= = = −∫



必要性。

( ) 0TV x x Px= >

'( ) ( )
( ) 0, [0, )

T T T T

T T T T

V x x Px x A Px x APx
x A P x AP x x Qx t

= = +

= + = − ∈≤ ∞

所以V(x)是t的单调非增函数。

还需证明V(x)的极限是0，以保证渐进稳定。



( ) 0, [0, ) 0x t tδ ε> > ∀ ∈ ∞ ∃ >，

积分这个不等式得

( ( )) ( ) ( ) , [0, )TV x t x t Qx t tε= − < − ∀ ∈ ∞

0 0( ( )) ( ) ( )T TV x t x t Px t x Px tε= < −

( ) 0 ( ) 0t V x V xα α α→∞ → ≠ ≥ >若 时， 且 ，即 。

由连续性可知：

( ) 0t V x
α

→∞ → ∞ >时，上式右端 － 。与 矛盾。

所以， ＝0。

lim ( ) 0 lim 0
t t

V x x

x Ax
→∞ →∞

= =

=

由 得 ，

所以系统 渐进稳定。



例4-6： 设系统的特征方程为

3

2 1

0 1 0
0 1

0
A b

b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

令 1 1 2 1 2 3 1 3 3 1, ( ) / , /b a b a a a a b a a= = − =

许瓦兹Schwartz矩阵

3 2
1 2 3( ) 0Δ s s a s a s a= + + + =

1
0 1 1 0

0 2 4 6

1 3 5 7

( ) ( 0)n n
n nD s a s a s a s a a

a a a a
a a a a

−
−= + + + + >

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 2
1 2 3I As s a s a s a− = + + +



1 2 3

1 2

1

0 0
0 0
0 0

TA P PA -Q
b b b

P b b
b

+ =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

解方程

得

P为正定对称的充要条件：

　　b1＞0,    b2＞0,    b3＞０　　

2
1

0 0 0
0 0 0
0 0 2

Q
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

取

显然，对任一非零解，xTQx不恒为零。



四、李雅普诺夫第二法在系统综合方面的应用

(4-59)

0, (0) , 0x Ax x x t= = ≥

1、自由运动的衰减性能。



是非零解x Ax= 0( ; ,0)x t x
2x

0x

x

1x

( )V x

0( ; ,0)x t x

gradV

图4-8 能量衰减的几何说明

( ) ( ) 0T TV dxV x x Qx
x dt

∂
= ⋅ = − <

∂

设原点为唯一的平衡状态，且系统渐近稳定。

的导数。



定义正实数
( )
( )

V x
V x

η =

取从t = 0到t的积分,得

0 0 0

0
0

( ) 1 ( )
( ) ( )

( )ln ( ) ln ( ) ln
( )

t t tV xdt dt dV x
V x V x

V xV x V x
V x

η− = =

= − =

∫ ∫ ∫

于是,由此得

0
0( ) ( )

t
dt

V x V x e
η−∫=

为衰减系数。



考虑到

min min
T

T

x Qx
x Px

η
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

(4-62)min0 min
0 0( ) ( ) ( ) , 0

t
dt tV x V x e V x e t

η η− −∫≤ = ≥

max max
T

T

x Qx
x Px

η
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

max
0( ) ( ) , 0tV x V x e tη−≥ ≥ (4-63)

( ) ( )TV x x Px V x x Qx= T和 =-

则有

取

有

取



李雅普诺夫方程

有唯一对称正定解P。且

( ) 0, ( ) 0T TV x x Px V x x Qx= > =− <

{ }min min min , 1
T

T T
Tx x

x Qx x Qx x Px
x Px

η
⎧ ⎫

= = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

TA P PA Q+ = −

(4-65)

(4-64)



证明:

min[ (1 )] min[ ( ) ]T T T

x x
x Qx x Px x Q P xμ μ μ+ − = − ＋

min
{ ( ) [ ( ) ] } 0

T
T T

x xT

dx dxQ P x x Q P
dx dx

μ μ =− + − =

T

T

dx dx I
dx dx

= =∵

min2( ) 0Q P xμ− =

将式(4-65)转化为无条件极值问题

定理4-16：
1

min min ( )QPη λ −= (4-66)

，所以上式可表示为



minx由 的任意性可得：

det( ) 0Q Pμ− =

1det( ) 0I QPμ −− =

1( )QPμ λ −=

min min{ , 1} min{ , 1} min[ ]T T T T

x x
x Qx x Px x Px x Pxη μ μ= = = = =

max max[ ]η μ=

从而知

因此,

max min
0 0( ) ( ) ( ) , 0t tV x e V x V x e tμ μ− −≤ ≤ ≥所以，



2.用李雅普诺夫第二法配置系统的极点

( ) cx A BK x A x= + =

( ) ( )TA BK P P A BK Q+ + + = −矩阵方程

其中A, B, Q已知，K, P未知

解P(K)即P是K的函数

代入构造 ( ) TV x x Px=
( ) 0V x
K

∂
=

∂

求极值从而求得K

，令



例4-10：考虑完全可控系统

0 1 1 1
2 2 2 1

x x u
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

取u = Kx为 11 12

21 22

k k
u x

k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

则可直接得

11 21 12 22

11 21 12 22

1
2 2 2c

k k k k
A A BK

k k k k
+ + +⎡ ⎤

= + = ⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦

。所以特征根为：

。此系统的特征方程为：

is

ss

31

022

2,1

2

±=

=−−



取P = Q = I,写出矩阵李雅普诺夫方程为

11 21 11 21 11 21 12 22

12 22 12 22 11 21 12 22

2 2 1
1 2 2 2 2 2 2

k k k k k k k k
I I I

k k k k k k k k
+ − + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⋅ + ⋅ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + − + − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

如此,可有方程组

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
−=+++−

−=+

524
32

122

2212

22211211

2111

kk
kkkk

kk



取k11=１，解得

　　k12=１， k21=-3／2， k22=-1／2

从而有

11 12

21 22

1 1
3 1
2 2

k k
K

k k

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 3
2 2
3 1
2 2

cA A BK

⎡ ⎤−⎢ ⎥
= + = ⎢ ⎥

⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

在此K之下,

2
1,2

5 1 3det( ) ,
2 2 2csI A s s s j− = + + = − ±



对于此例,若P = 0.1Q, k11＝１,

可得

5 6
6 5cA A BK
−⎡ ⎤

= + = ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

1 4
6 1

K ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

2
1.2det( ) 10 61, 5 6sI A s s s j− = + + = − ±



这里Q, P均为对称正定阵，

2 T
c cP A P PA Qσ + + = −

( ) ( )T
c cA I P P A I Qσ σ+ + + = −

Re ( ) 0cA Iλ σ+ <

Re ( )cAλ σ< −

cA
σ σ若要系统闭环特征值实部均小于－ ( >0)，

可令 满足

也即

(4-67a)

(4-67b)



3.李雅普诺夫第二法用于系统二次性能指标的综合

性能指标

0
( )T T

x Ax Bu
u Kx

J x Qx u Ru dt
∞

⎧
= +⎪⎪ =⎨

⎪
= +⎪⎩ ∫

(4-68a)



引入状态反馈

0

( )

( )

c

T T

x A BK x A x

J x Q K RK xdt
∞

= + =

= +∫

于是可以得到方程

u Kx=

( ) ( ) ( )T TA BK P P A BK Q K RK+ + + = − +

)0()0( PxxJ T=
(4-68b)

(4-68c)

0

( ) ( )

( ) ( )

( ) (0) (0) ( ) ( )

T T T T T T T
c c

T T T

T T T

d x Px x Px x Px x A P PA x x Q K RK x
dt

dx Q K RK x x Px
dt

dJ x Px dt x Px x Px
dt

∞

= + = + = − +

+ = −

= − = − ∞ ∞∫

取 ，则有



例 4-11：

[ ]1 2

0

0 1 0
,

0 0 1

( )T T

x x u u k k x

J x x u u dt
∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= +∫
将 u=［k1   k2］x代入系统方程,得闭环系统

1 2

0 1
cx x A x

k k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

＝



李雅普诺夫方程为

2
1 11 12 11 12 1 1 2

2
2 21 22 21 22 1 2 1 2 2

0 0 1 1
1 1

k P P P P k k k
k P P P P k k k k k

⎡ ⎤+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ = − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 21, 3k k= − = −

性能指标J为
2 2
1 1 2 23 (0) 2 (0) (0) 3 (0)J x x x x= + +

从而解得

解得作为k1,k2函数的P阵和J =J(k1, k2)。

1 2
1 2

0, 0, (0), (0)J J J x x
k k
∂ ∂

= =
∂ ∂

然后取 使 对任意 取极小，



第一节、 稳定性的基本概念和定理

第二节、 线性时变系统的稳定性判据

第三节、 线性定常系统的稳定性判据

第四节、 线性系统的BIBO稳定性和BIBS稳定性

第四章线性系统的稳定性第四章线性系统的稳定性



一 、线性时变系统的BIBO稳定性

0
0( ) ( , ) ( ) ,

t

t
y t G t u d t tτ τ τ= ≥∫   

( ) ( , ) ( )
t

y t G t u dτ τ τ
−∞

= ∫

第四节 线性系统的
BIBO稳定性和BIBS稳定性

(4-69)

初始松弛

(4-70)



若存在常数

定义4-6: 对有界输入 0( ) , [ , )u t k t t< ∀ ∈ ∞

0( , )C t u < ∞

0 0( ) ( , ),y t C t u t t≤ ∀ ≥  

称系统是BIBO稳定的。

使得

若C与t0无关，则称系统是BIBO一致稳定的。

(4-72)

0

0

[ , ] ( ), ,
[ , ]

|| ( ) || , || ||
( )

t u t k
t t

u t k u
u t

∞ < ∞

∞

<

定义在 上的函数向量 若存在常数

使得对于 上一切 均有

一般取欧氏范数。

则称 为有界。



定理4-17: 线性时变系统(4-70)BIBO一致稳定的

充要条件是存在常数K，使得对于任何t，均有

( , )
t

G t d Kτ τ
−∞

≤∫ (4-73)

充分性. 由式(4－73)可得

( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , )

t

t t

m m

y t G t u d

G t u d u G t d u K

τ τ τ

τ τ τ τ τ

−∞

−∞ −∞

=

≤ ⋅ ≤ ≤

∫

∫ ∫

证明：



1

1 1

max

max max

T

y

T

y x

x y x

A y Ax
=

= =

=

=
证明：

再利用式(4-74)证式(4-75)。事实上

1 1 1 11
max max max[ max ( )] maxT T

y x y xx
y Ax y Ax Ax A

= = = ==
= = =

2

1 1

1
2 2

2 2 1 2

1 1 1 1 1

[ ( 1)] 0, ( 1,2, , )

1, || || 1 )
2 2

1max max ( )
2

n n

j j j
j ji

n
i

i i
i

n n nT
j j j jy y j j j

y x y i n
y

xy y x

y x y x x x x

μ

μ
μ

μ

= =

= = = = =

∂
− − = = ⋅⋅ ⋅∑ ∑

∂

= = ∑

= = = =∑ ∑ ∑

=1

得 代入约束方程 得 ＝ ( ,所以

引理4-2:
（2－74）

（2－75）



反证法证明必要性。

1 1
m a x m a x

x x

A x
A A x

x= =
= =

( , )k

k
t

k

K t

G t d Kτ τ
−∞

>∫

设对任意的 总有 存在，使得

1 1
( ) max ( ) max ( , ) ( )ktT T

k k kv v
y t v y t v G t u dτ τ τ

−∞= =
= = ∫则有

上式最后一步用到诱导范数的性质：



由式 (4-75) 可知

*

( ) 1
( ) max ( )k ku t

y t y t
=

=

*

1 1
( ) max max ( , ) ( )kt T

k ku v
y t v G t u dτ τ τ

−∞ = =
= ∫

1 1
( , ) max max ( , ) ( )T

k ku v
G t G t uτ ν τ τ

= =
=

*

*

( ) ( , )

|| ( ) || 1 ( )

kt

k k

k

y t G t d K

u t y t

τ τ
−∞

∴ = >

=

∫
即在有界输入 时，输出 无界。矛盾。

记



(4-76)

( , ) ,( 1,2, , ; 1,2, )
t

ijg t d K i q j pτ τ
−∞

≤ = =∫

定理4-18:

线性时变系统(4-70)BIBO一致稳定的充要
条件是存在常数K，使得对任何t均有：



二 线性定常系统的BIBO稳定性

系统在t=0时松驰,

( ) ( ) ( )
t

y t G t u dτ τ τ
−∞

= −∫

0
( ) ( ) ( )

t
y t G t u dτ τ τ= −∫ (4-78)

(4-77)



0
( ) , ( 1, 2, , ; 1, 2, , )ijg t d K i q j pτ τ

∞
− ≤ = =∫

证明：充分性

0 0
1 1

0 0
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

ij

p pt t

i j ij j
j j

p pt

j ij j ij j
j j

y t g t u d g t u d

k g t d k g t d pk K

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

= =

∞

= =

= − ≤ − ⋅

≤ − < − ≤

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

从而知，系统(4-78)的输出有界。

定理4-18:

线性时不变系统(4-77)BIBO一致稳定的充要条件
是存在常数K，使得对任何t均有：



1

10
( )

t

ijg t d Kτ τ− >∫

( ) [ ( )]; ( ) 0,j ij iu sign g t u i jτ τ τ= − = ≠

1 1

1

1 0 0
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| ( ) |

pt t

i ij j ij j
j

t

ij

y t g t u d g t u d

g t d K

τ τ τ τ τ τ

τ τ

=

= − = −

= − >

∑∫ ∫

∫

必要性 反证法。

这样就有

有界输入为



定理4-20: 系统(4-80)BIBO稳定的充要条件。

( ) ( ) ( )Y s G s U s=

证明：

(4-80)

G(s)的每一个元素的极点均有负实部。

1

1
0

( ) ( )

( )

| ( ) | , ( 1,2, , ; 1,2, , )

ij ij

tk i

t
ij

g s g s

t e t

g t d K i q j p

λ δ

τ τ

−

− ≤ < ∞ = =∫

因为 的极点有负实部，因此 的拉氏反变换

是由有限个 和有限个 和的形式，所以有

由定理4－19可知此定理成立。



0
( ) ( ) ( )

t
y t g t u dτ τ τ= −∫

BIBO稳定的判据为

0
( )g d kτ τ

∞
≤∫

(4-81)

(4-82)

对单输入单输出系统，

lim ( ) 0g d
αα

τ τ
∞

→∞
=∫ (4-83)或



三 线性系统的BIBS稳定性

(4-85)
( ) ( )
( )

x A t x B t u
y C t x
= +⎧

⎨ =⎩

0
0 0( ( , ) () ( , ) ( ) ( ))

t

t
x t tt t B u dx t τ τ τ τ= +Φ Φ∫ (4-86)



定义4-7: 任意非零状态

0 0( ) ( , , )mx t C t x u≤ < ∞
0( ), ( ) mx t u t U<有界输入

若 (4-87)

若常数C(u，x0)与t0无关，则称系统为BIBS

一致稳定。

则系统(4-85)BIBS稳定。



定理 4-22: 系统(4-85)BIBS稳定的充要条件是

存在常数K1(t0)和Ｋ2(t0),有

0
2 0( , ) ( ) ( )

t

t
t B d K tτ τ τΦ ≤∫

0 1 0( , ) ( )t t K tΦ ≤

(4-88)

若常数K1(t0)和K2(t0)与t0无关

系统BIBS一致稳定的充要条件。



0

0

0 0

0 0

1 0 0 2 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t

t

t

t

m

x t t t x t t B u d

t t x t t B u d

K t x t K t u

τ τ τ τ

τ τ τ τ

= Φ + Φ

≤ Φ ⋅ + Φ ⋅

≤ +

∫

∫

证明: 充分性。取

设任意初态x(t0)有界，则有

0 0( ) ( , , )mx t K t x u≤ < ∞

( ) mu t u< 有



0
0 1 0 2 0( , ) ( ), ( , ) ( ) ( )

|| ( ) ||

t

t
t t K t t B d K t

x t BIBS

τ τ τΦ > Φ >∫
则必导致 无界，于系统 稳定矛盾。

必要性。反证法，

如下两式中任何一个成立。



系统BIBS 全稳定 ⇔ 系统全体可控模式收敛、全
体不可控模式不发散。

从频域上的判别：从表达式(A-3)可知，BIBS稳
定的条件就是：(sI−A)−1B 的极点均具负实部。这
是因为不可控模态均已消去，故只要对可控模态提
出要求即可。



定义4-8: ( ) mu t u< 1 0 0( , , )mC t x u

2 0 0( , , )mC t x u

1 0 0

2 0 0

( ) ( , , )

( ) ( , , )
m

m

x t C t x u

y t C t x u

≤

≤

使有

,存在常数

(4-89)

总体一致稳定的。无关，与和常数 00201 ),(),( tuxCuxC mm

则称系统(4-85)是总体稳定的。

和



系统的状态响应和输出响应分别为

0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( )

tA t t A t

t
x t e x t e Bu dτ τ τ− −= + ∫

0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( )

tA t t A t

t
y t Ce x t Ce Bu dτ τ τ− −= + ∫ (4-91)

(4-90)



1. 若（Ａ，Ｃ）可观，则有

BIBO 稳定⇔ BIBS 稳定

2. 若（Ａ，B）可控，则有

BIBS 稳定⇔ Reλi(A)<0, i=1,2,…,n

3. 若（Ａ，B，Ｃ）可观、可控，则

BIBO 稳定⇔ Re λi(A)<0, i=1,2,…,n

容易验证以下命题成立：

稳定性之间的关系



定理 4-23: 若线性定常系统(A,B,C)完全可控、

完全可观测,则下列提法等价。　

(1)系统(A, B, C)总体稳定　

(2)系统(A, B, C)BIBO稳定　

(3)系统(A, B, C)BIBS稳定　　

所有极点均具有负实部系统

）（

渐近稳定）系统（

BAsICsG
AA

Axx

1)()()6(
)(,0)(Re5

4

−−=

∈∀<
=

λλ



总体稳定

传函阵极点
负实部

A特征值

负实部

A渐近稳定 BIBS稳定 BIBO稳定

可观可控

可观可控



时不变系统判断各种意义下的稳定性，一般要
求出A的特征值，再对这些特征值的可控、可观性

进行研究，再根据定理作判断。因为系统的可控性、
可观性与传函阵零、极点对消（或约去模态）有联
系，因此可以不去判别各特征值的可控、可观性，
直接计算：

BIBS 稳定： (sI−A)−1B (所有极点在左半面）

BIBO 稳定： C(sI−A)−1B (所有极点在左半面）



[ ]

1 0 0
1 1 1

1 1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
=

x x u

y x

例：考虑系统

讨论其BIBS、BIBO稳定。

解：可以从复数域（传递函数）的角度来讨论：

BIBS:
1

1
01 0 0

( ) 11 1 1
1

−
−

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥− = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥+⎣ ⎦

s
s b u

s
s

I A

[ ]BIBO:
11 0 0 1( ) 1 1

1 1 1 1

−−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

s
g s

s s
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第一节、 稳定性的基本概念和定理

第二节、 线性时变系统的稳定性判据

第三节、 线性定常系统的稳定性判据

第四节、 线性系统的BIBO稳定性和BIBS稳定性

第四章线性系统的稳定性第四章线性系统的稳定性



李雅普诺夫稳定

• 李雅普诺夫稳定

00, ( , ) 0,tε δ ε> > 0 0( , )cx x tδ ε− ≤

满足 0 0 0( ; , ) ,cx t x t x t tε− ≤ ∀ ≥  

称平衡状态xc 是李雅普诺夫稳定。

一、稳定性的基本概念



• 李雅普诺夫意义下一致稳定

0, ( ) 0,ε δ ε> >

0 ( )cx x δ ε− ≤

满足 0 0 0( ; , ) ,cx t x t x t tε− ≤ ∀ ≥  

称平衡状态xc是李雅普诺夫意义下一致稳定。



渐近稳定

• 稳定

0( , ) 0, 0,tδ ε μ> >
0( , , ) 0T tμ δ∃ >

当 0 0( , , )t t T tμ δ≥ + 有

0 0( ; , ) cx t x t x μ− ≤

则称平衡状态xc是渐近稳定的

有 0, ,Tμ → →∞ 成立

0 0 0lim ( ; , ) 0, ( )
t

x t x t x S δ
→∞

= ∀ ∈   

•



• 指数渐近稳定

0, 0, ( ) 0υ ε δ ε> > >

0( )
0 0( ; , ) t t

cx t x t x e υε − −− <

称平衡状态xc是按指数渐近稳定的

0 ( )cx x δ ε− <



大范围渐近稳定

0 0

0 0

( ; , )
lim ( ; , ) 0
t

x t x t
x t x t

→∞
=

有界，

且

称平衡状态xc是大范围渐近稳定的。

对任一有限非零初始状态x0,均有



2、 V函数的基本特点

1 ( , ) ,
2 ( , ) 0 0 0
3 ( , ) ( ) ( , )
4 ( , ) || ||
5 ( , ) 0, 0t

V x t x t
V x t x
V x t x t x f x t
V x t x
V x t

≥ = =

=

≤

（） 是 任意连续函数

（ ） （ 在 时成立）

（） 中 是 的解

（ ） 有界，单调递增（相对 ）

（） 连续函数不恒为



3、基本定理

时变与时不变均成立的大范围渐稳定理

满足V(x,t)上述五大特点，系统渐近稳定(一致)，最主
要的有二点

(1) ( , ) 0 ( 0 0 )
2 ( , ) 0

V x t x
V x t

≥ = =

<

仅在 成立 连续函数

（ ）



4、构造

一般情形

（1）

),( txV ),( txV

xtAx )(= 00 , ttx ≥

0)()( >= tQtQ T

0)()()()()( =+++ tQtAtPPtAtP T

渐稳则有对称正定解 xtAxtP )(),( =

任意给，使正定对称



（2） ktA ≤)( ICtQIC 12 )(0 ≤≤<

∫
∞

ΦΦ=
t

T dtQttP σσσσ ),()(),()(

xtPxtxV T )(),( =

Axx =
QPAPAT −=+

定常情形： 0>= TQQ

0>= TPP

0,
, 0

T T

T T

Q Q x Qx
A P PA Q P P
= ≥

+ =− = >

若 且 沿任意非零解不恒为零，

又 若 则系统渐稳。

给定 若积分

是系统大范围渐稳的李氏函数

收敛，则

任给

若 系统渐稳



线性系统的稳定性

线性系统

( ) ( )= +A Bx t x t u

在任意输入 u 作用下任一实际运动的稳定性，等

价于讨论其所对应的齐次方程

( )= Ax t x

关于零解的稳定性，且两者的稳定性类型相同。



二、系统稳定的判据

（1）

0 0( ) ,x A t x x t t= ≥，

)( tA

)(),( 00 tktt ≤Φ

ktt ≤Φ ),( 0

)( tA 0),(lim 0 =Φ
∞→

tt
t

)(
0

0),( ttcNett −−≤Φ 渐稳.

连续，分段连续，

一致稳定;

稳定;

连续，分段连续

1．时变系统稳定判据



0120 ,),(1

0

ttkdttt
t

t
≥≤Φ∫

1

0

2
3 1 0( , ) ,

t

t
t d k t tτ τΦ ≤ ≥∫

1

0
4 1 0( , ) ,

t

t
t d k t tτ τΦ ≤ ≥∫

011
2

0 ,),(1

0

ttkdttt
t

t
≥≤Φ∫

2 ( ) ( , )A t t∈ −∞ ∞（ ） 在 有界

上述任一条件都是系统渐稳充要条件。

（3）利用李雅普诺夫函数判断。



2．时不变

（1）

（2）

（3）

Re ( ) 0i Aλ <

0)(Re >Aiλ

0)(Re =Aiλ

0)(Re =Aiλ

x Ax=

初等因子二次，不稳

初等因子一次，稳定

，不稳

，渐稳



三、BIBO稳定

1．时变情形

kdtG
t

≤∫ ∞−
ττ ),(

( , )
t

ij ig t d kτ τ
−∞

≤∫



（1）

（2）

0
( )i jg t d kτ τ

∞
− ≤∫

)()()( susGsy =

G(s)所有极点具有负实部.

2．时不变情形



四、BIBS稳定

1.

∫ Φ+Φ=
t

t
duBtxtttx

0

)()(),(),()( 00 ττττ

10 ),(,)(),(1

0

kttkdBt e

t

t
≤Φ≤Φ∫ τττ

2.  BIBO稳定与BIBS稳定有着密切关系，
仅对定常系统说明如下定理



定理 若线性定常系统(A,B,C)完全可控、

完全可观测,则下列提法等价。　

(1)系统(A,B,C)总体稳定　

(2)系统(A,B,C)BIBO稳定　

(3)系统(A,B,C)BIBS稳定　　

所有极点均具有负实部系统

）（

渐近稳定）系统（

BAsICsG
AA

Axx

1)()()6(
)(,0)(Re5

4

−−=

∈∀<
=

λλ



五、用李氏稳定性方法进行系统综合

（1） BuAxx += kxu = xAxBkAx c=+= )(

QPAPA c
T

c −=+ 0>= TPP

BuAxx += kxu

∫
∞

+=
0

)( dxRuuQxxJ TT0,0 >=≥= TT RRQQ

= xAxBkAx c=+= )(则有（2）

作出k的函数的P解出

，取 则有

，取



0 0
( )

( ) ( ) (0)( ) (0)
(0)( ) (0)

T T T

T T T

T T

dJ x Q K RK xdx x Pxdt
dt

x Px x Q K RK x
x Q K RK x

∞ ∞
= + = −

= − ∞ ∞ + +

= +

∫ ∫

因为

xRKKQxxPAPAxxPxPxxPxx
dt
d TT

c
T

c
TTTT )()( +−=+=+=

)( RKKQPAPA T
c

T
c +−=+

令

0>= TPP

，综上相应的k值，解出作为k函数的 )(KJ0>= TPP
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