
第 33 卷 第 2 期 自 动 化 学 报 Vol. 33, No. 2

2007 年 2 月 ACTA AUTOMATICA SINICA February, 2007

T-S模糊系统稳定性的
一个新的充分条件

张大庆 1 张庆灵 1 胡跃冰 1

摘 要 讨论了 T-S 模糊系统的二次稳定性问题. 得到了两个等价的

基于线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 和 Sum-of-

squares (SOS)的充分条件. 无论是在理论上, 还是在数值示例方面, 都

表明文中结论放宽了已有的相关方面的结论, 降低了此类问题判别条件

的保守性.
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A New Sufficient Condition on the
Stability of T-S Fuzzy Systems

ZHANG Da-Qing1 ZHANG Qing-Ling1 HU Yue-Bing1

Abstract This paper considers the stability of T-S fuzzy sys-

tems. Two equvilent sufficient conditions, represented in terms

of linear matrix inequality(LMI) and Sum-of-squares (SOS), are

obtained. The theorems presented in this paper have less con-

servatism than the existing ones, as have been verified by both

theoretic analysis and numerical example.

Key words T-S fuzzy systems, quadratic stability, state feed-

back, linear matrix inequality(LMI)

1 引言

T-S模糊系统是由一组 IF-THEN规则描述的非线性系

统. 由于 T-S模糊系统可以以任意精度逼近 Rn 中闭集上的

连续函数, 人们可以利用线性系统的理论和方法研究可用

T-S模糊系统表示的非线性系统. 因而 T-S模糊控制已经成

为应用极广的一种理论框架和控制方法.

关于 T-S模糊系统的研究, 系统的稳定性问题一直是一

个难点. 在已有的结论中需要提及的是近年来形成的一类基

于 LMI的判别 T-S 模糊系统为二次稳定的方法. Tanaka等

人 [1,2] 首先放宽了判别 T-S模糊系统二次稳定的条件. 之后

Kim等人 [3] 又通过引入松弛因子, 降低了文 [1,2,4]中给出

的判别条件的保守性. 最近, Liu[5,6] 改进了文 [3]中的定理,

得到了保守性更小的判别 T-S模糊系统为二次稳定的条件.

应该指出的是, 文 [5,6]中所给出的条件是目前已知的判别此

类问题保守性相对较低的条件.

本文也将讨论 T-S 模糊系统的二次稳定问题. 基于 S-

procedure, 文中得到了全新的判别条件. 理论证明表明, 文

中结论较文 [5,6]中结论具有更小的保守性, 文 [5,6]中相应

结论是本文中结论的特例. 通过数值示例, 能够更直观地看

出文中定理的优越性.

本文的具体内容如下：第 2节介绍了文中涉及的定义及

引理. 第 3节给出了本文主要结论. 在第 4节, 通过数值示例
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将文中结论与已知文献中相关结论进行了比较. 第 5节对全

文做了简要的总结.

2 定义与引理

在本文中将始终使用下列符号. Rn 表示 n维欧氏空间.

Rn×n代表 n×n维实矩阵所构成的集合. 对于两个实对称矩

阵 X 和 Y , X ≥ Y (相应地，X > Y )表示 X − Y 是半正定

矩阵 (相应地, 正定矩阵). 对于某一给定的矩阵 N ∈ Rn×n

及向量子空间 S ⊂ Rn, 称 N 在 S 上是半正定的 (或正定

的), 简记为 N ≥ 0 on S (或 N > 0 on S), 如果对于 ∀x ∈ S,

xTNx ≥ 0 (或 xTNx > 0)成立. 符号 I 表示适当维数的单

位矩阵. 符号 Im(A)表示矩阵 A 的列向量所形成的子空间.

我们考虑下列 T-S 模糊系统在 PDC 控制器 u =Pr
i=1 Fix 的作用下的稳定性问题.

8
>>><
>>>:

ẋ (t) =

rX
i=1

λi(ξ)(Aix (t) + Biu (t))

y (t) =

rX
i=1

λi(ξ)(Cix (t))

(1)

其中, x (t) ∈ Rn 为状态变量. y (t) ∈ Rq 是系统的控制输

出. u (t) ∈ Rp 是系统的控制输入. Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×p,

Ci ∈ Rq×n. ξ1, ξ2, · · · , ξp 为可测的前件变量. 这里, 假设

前件变量与系统控制输入无关. 在下面的研究中, 我们始终

假设
Pr

i=1 λi(ξ) = 1, λi(ξ) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r. 并且针

对系统 (1)构造矩阵 Q = (Qij), 其中 Qii = AiZ + ZAT
i +

BiMi +MT
i BT

i , QT
ji = Qij = 1

2
(AiZ+ZAT

i +AjZ+ZAT
j +

BiMj + MT
j BT

i + BjMi + MT
i BT

j ), i, j = 1, 2, · · · , r, 其中

Mi, i = 1, 2, · · · , r 为维数相容的实矩阵. 如无特别说明, 则

文中矩阵 Q都具有上述的结构.

定义 1. T-S 模糊系统 (1) 是二次稳定的, 如果当

控制输入 u (t) ≡ 0 时, 存在实数 α > 0 与正定矩阵 P

使得 V̇ (x (t)) ≤ −αxT (t)x (t) 成立. 其中, V (x (t)) =

xT (t)Px (t).

为了放宽 T-S模糊系统二次稳定性的判别条件, 我们需

要下面的全块 S-procedure. 假设 S 为 Rn 中的子空间. T ∈
Rl×n 是行满秩矩阵. U ⊂ Rk×l 为由行满秩矩阵构成的一个

紧集. 对于给定的 U ′ ∈ U , 定义子空间 SU′ := S ∩ ker(U ′T )

及假设所有的子空间 SU′ 在 S 中具有共同的补集 S0 ∈ S, 我

们有下面的引理.

引理 1[7]. 条件 ∀U ′ ∈ U , SU′ ∩ S0 = {0}, 并且 N <

0 on SU′ 成立, 当且仅当, 存在矩阵 V ′ 使得对于任意的
U ′ ∈ U , N + TTV ′T < 0 on S 和 V ′ > 0 on ker(U ′)成立.

本文中结论主要是与 [5]中关于稳定性的结论进行比较.

为方便阅读, 我们将其以引理方式列在下面.

引理 2[5]. 如果存在矩阵 Mi, i = 1, 2, · · · , r, Z, Y =

(Yij), 满足 Qii < Yii, Qij + Qji < Yij + Yji, Y < 0, 则 T-S

模糊系统 (1)可被模糊控制输入 u (t) =
Pr

i=1 λi(ξ(t))Fix (t)

镇定. 其中, Z 是对称正定矩阵, Yji = Y T
ij , i, j = 1, 2, · · · , r,

Fi = MiZ
−1, i = 1, 2, · · · , r.

3 放宽的 T-S模糊系统二次稳定性的条件
定义集合 eΣ := {λ = (λ1, λ2, · · · , λr)

T :
P

i λi =

1, λk ≥ 0, k = 1, 2, · · · , r}, Λ := {Λ′ : Λ′ = diag(λ⊗ I), λ ∈
eΣ}, V :=

n
V ′ : V

′T = V ′, V ′ > 0 on ker [I − Λ′] ,Λ′ ∈ Λ
o

.

在本文的叙述中, 如不另加说明, 则认为变量 λ, Λ′ 与 V ′ 分
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别属于上边的三个集合, 并且将矩阵 V ′ 做适当依维数分块

为 V ′ =

"
V1 V2

V T
2 V3

#
.

利用前面介绍的 S-procedure, 我们有下面的结论.

定理 1. T-S 模糊系统 (1) 是二次能镇定的, 如果存在

正定矩阵 Z ∈ Rn×n, 对称矩阵 V ′ ∈ V , 对称矩阵 Y =

(Yij)r×r ∈ Rrn×rn 和矩阵Mi ∈ Rp×n, i = 1, 2, · · · , r, 使得

矩阵不等式Qii ≤ Yii, Qij+Qji ≤ Yij+Yji, i, j = 1, 2, · · · , r

以及 "
CTV3C CTV2

V2C Y + V1

#
< 0 (2)

成立. 其中 C = [I, I, · · · , I| {z }
r

]T. 并且状态反馈为 u (t) =

Pr
i=1 λiFix, Fi = MiZ

−1, i = 1, 2, · · · , r.

证明. 由不等式 (2)知

2
664

0 I

0 I

C 0

3
775

T "
Y 0

0 V ′

#
2
664

0 I

0 I

C 0

3
775 < 0 (3)

成立. 令

N =

"
Y 0

0 0

#
, S = Im

2
664

0 I

0 I

C 0

3
775 ,

S0 = Im

2
664

I

I

0

3
775 , U =

�
I − Λ′

�
, T =

"
0 I 0

0 0 I

#

则有 SU′ := ker(U ′T ) ∩ S = Im([ Λ
′T Λ

′T I ]T).

由 (3) 有 N + TTV ′T < 0 on S. 因此, 通过引理 1 知

N < 0 on SU′ , 由此知 Λ′Y Λ′ < 0. 由定理条件中矩

阵 Q 与矩阵 Y 的关系及 λi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r, 可知Pr
i=1

Pr
j=1 λiλj(AiZ+ZAT

i +BiMj +MT
j BT

i ) ≤ Λ′Y Λ′ <

0. 在此矩阵不等式左右两边分别乘以矩阵 Z−1 及 (Z−1)T,

得到
Pr

i=1

Pr
j=1 λiλj

�
P (Ai + BiFj) + (Ai + BiFj)

TP
�

<

0, 其中 P = Z−1, Fi = MiP , i = 1, 2, · · · , r. 这里由 Z > 0

知 P > 0.

另一方面, 令 V (x) = xTPx, u (t) =
Pr

i=1 λiFix.

则此 V 函数沿系统 (1) 的导数 V̇ (x) = xT
hPr

i=1

Pr
j=1 λiλj(P (Ai + BiFj) + (Ai + BiFj)

TP )
i
x < 0. 因为 Σ̃

为一有界闭集, 因此, 存在 α > 0, 使得 V̇ (x) =< −αxTx. 所

以, 系统 (1)在状态反馈 u (t) =
Pr

i=1 λiFix的作用下是稳

定的. ¤
命题 1. 引理 2有解时定理 1一定有解, 但反之不然.

定理 2. T-S模糊系统 (1)是二次能镇定的, 如果存在正

定矩阵 Z ∈ Rn×n,对称矩阵 V ′ ∈ V 和矩阵Mi ∈ Rp×n, i =

1, 2, · · · , r,使得下列矩阵不等式

"
CTV3C CTV2

V2C Q + V1

#
< 0

成立. 其中 C = [I, I, · · · , I| {z }
r

]T, 并且状态反馈为 u (t) =

Pr
i=1 λiFix, Fi = MiZ

−1, i = 1, 2, · · · , r.

证明. 证明过程与定理 1类似, 限于篇幅, 在此省略. ¤
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图 1 引理 2能够判别系统为二次稳定的点
Fig. 1 The points at which the system can be determined to

be stabilized by using Lemma 2

命题 2. 定理 1与定理 2是等价的.

注 1. 在 T-S模糊系统的二次稳定问题的研究过程中, 文

[3]通过引入松弛因子的方法改进了文 [1,2]中得到的结论.之

后, 文 [5,6]又将文 [3]的判别条件进一步放宽. 在本文中定理

1与定理 2再次放宽了基于 LMI的T-S模糊系统二次稳定判

别条件.但文中定理并不是改进已有的结论,而是全新的判别

条件.其原因是, 文中的条件只要求定理 1中矩阵 Y 或定理 2

中矩阵 Q在隶属度函数形成的结合 (λ1I, λ2I, · · · , λrI)T 的

像空间上是负定的. 在已有的文献, 如 [1∼6]及其参考文献

中却没有这样的结论. 但由于 T-S模糊系统本身为一非线性

系统, 所以本文所提供的判别方法也是其系统为二次稳定的

一个充分条件.

在给出算例之前, 需要讨论一下如何处理条件 V ′ ∈ V .

在本文中定理情形下, 令www为 λi, i = 1, 2, · · · , r 的单项式构

成的向量, W = ωωω ⊗ I. 则有

命题 3[8]. 条件 V ′ ∈ V 成立, 当且仅当存在矩阵 Yi ≥

0, i = 1, 2, · · · , r + 2 及 ε > 0 使得

"
Λ′

I

#T

V ′
"

Λ′

I

#
−

rX
i=1

WTYiWλi − WTYr+1W (

rX
i=1

λi − 1) − WTYr+2W (1 −
rX

i=1

λi)− εI 为 SOS矩阵.

注 2. 命题 3中 SOS矩阵WTYiW , i = 1, 2, · · · r + 2中

的多项式的幂次是有界的 [8]. 在通常情况下, 使用 2次 SOS

矩阵就能达到良好的效果.

4 数值示例

假设模糊系统 (1) 具有如下系统矩阵. A1 ="
2 −8

0.2 0

#
, B1 =

"
1

0

#
, A2 =

"
0.2 −5

0.4 0.2

#
, B2 =

"
b

0

#
,

A3 =

"
−8 −a

0 0.06

#
, B3 =

"
−3

−1

#
. 图 1和图 2分别为引理

2和定理 1与定理 2能够判别系统为能镇定的点. 这里令 a

和 b分别取区间 [−2 12], [1 20] 上的整数, 以 ∗表示能够镇
定的点, ¤表示不能够镇定的点. 从图中可以看到, 文中结
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图 2 定理 1和定理 2能够判别系统为二次稳定的点
Fig. 2 The points at which the system can be determined to

be stabilized through Theorem 1 and Theorem 2

论比已有的结论具有更小的保守性. 此算例中, 命题 3中的

单项式向量 ωωω = (1 λ1, λ2 · · · , λr)
T.

5 结论

本文讨论了 T-S模糊系统的二次稳定性问题. 得到了基

于 LMI和 SOS矩阵的判别此类系统为二次稳定的条件. 理

论分析与数值示例均表明, 文中的结论较已有的判别条件具

有更低的保守性. 但文中定理也增加了求解问题时的计算量.

因此, 在处理实际系统时, 应该根据实际情况选择判别方法.

文中的算例是在Matlab环境下, 使用 Yalmip[9]求解完成的.
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